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Tabelle 1.4. Häufigkeitsverteilung der Lautdauer der kurzen unbetonten Vokale im Batschka­
Deutsch nach Gersic (1971) 

Relative Relative 
Intervall der Klassenmitte Häufigkeit Häu�gkeit Summen-
Lautdauer Xi ft Häufigkeit 

Pi fr(X) 
20- 40 30 468 0,1331 0,1331 
40- 60 50 958 0,2725 0,4056 
60- 80 70 840 0,2389 0,6445 
80-100 90 601 0,1709 0,8154 

100-120 110 310 0,0882 0,9036 
120-140 130 156 0,0444 0,9480 
140-160 150 70 0,0199 0,9679 
160-180 170 41 0,0117 0,9796 
180-200 190 30 0,0085 0,9881 
200-220 210 17 0,0048 0,9929 
220-240 230 6 0,0017 0,9946 
240-260 250 10 0,0028 0,9974 
260-280 270 3 0,0009 0,9983 
280-300 290 2 0,0006 0,9989 
300-320 310 1 0,0003 0,9992 
320-340 330 2 0,0006 0,9998 
340-360 350 1 00003 1,0001 
Summe 3516 1.0001 

für xi=?0 
ist t'(70) = p(30) + p(50) + p(?O) 

= 0,1331 + 0,2725 + 0,2389 = 0,6445. 

Alle Werte sind in Tabelle 1.4 angegeben. ■
Bemerkung: Die Tatsache, daß in der Tabelle 1: Pi = 1,0001 ist, hängt mit der 

Rundung zusammen. Die Rundung erfolgt folgendermaßen: Von 1 bis 4 rundet 
man nach unten ab, von 6 bis 9 nach oben. Bei 5 rundet man nach unten ab, wenn 
die letzte Stelle vor der zu rundenden 5 gerade ist, und nach oben, wenn sie 
ungerade ist, z.B. 
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Abb. 1. 1. Histogramm für die Häufigkeitsverteilung der Phonemzahl in 600 Sprachen nach 
Lehfeldt (1974) 

Um die Häufigkeitsverteilung der Stichprobe anschaulich zu machen, pflegt 
man die Daten graphisch darzustellen. In einem Koordinatensystem trägt man 
auf der Abszisse die x-Werte und auf der Ordinate entweder die absoluten (J;)

oder die relativen ( p) Häufigkeiten auf. Um die Intervallmitte (Klassenmitt;) 
zeichnet man ein Rechteck, dessen Breite der Breite des Intervalls und dessen 
Höhe der Häufigkeit entspricht. Eine solche Darstellung heißt Häufigkeitshisto­

gramm. 

Beispiel 1.1.5. In Abb 1.1 ist das Histogramm für die Daten von Lehfeldt (1974) aus 
dem Beispiel 1.1.3 gezeichnet. Auf der Ordinate sind die absoluten Häufigkeiten 
gekennzeichnet. ■
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Übung 1.1.1. Die folgende Urliste enthält die Wortlänge, gemessen als die Zahl 
der Buchstaben, aus der ersten Strophe der "Zueignung" von Goethes Faust: 3, 4, 4, 
6, 11,9,3,4,4,5,3,6,7,7,3,4,4,7,12,4,3,4,4,4,5,4,7,3,6,4,2,3,3,2,4,3, 
6, 3, 3, 3, 5, 3, 5, 2, 4, 6, 4, 5, 5, 4, 10, 11, 3, 11, 3, 5, 3, 9, 5. 
Stellen Sie die Strichliste und die Häufigkeitsverteilung der Wortlänge auf. 

Übung 1.1.2. Zeichnen Sie das Stabdiagramm der Verteilung in der Übung 1.1.1. 
Übung 1.1.3. Berechnen Sie die relativen Häufigkeiten und die relativen Summen­

häufigkeiten aus dem Beispiel 1. 1.1. 
Übung 1.1.4. Zeichnen Sie die Treppenkurve für die Verteilung in Beispiel 1.1.3. 

1.2. Das arithmetische Mittel 

Die meistbenutzte Kenngröße oder Charakteristik einer empirischen Verteilung 
ist das arithmetische Mittel, oft einfach Mittelwerl oder Durchschnitt genannt. 
Man berechnet es so, daß man die ermittelten Werte der Zufallsvariablen addiert 
und die Summe durch die Anzahl der Summanden dividiert. Seien x1, x2, x3, ... , 
xN die gemessenen Werte von X, dann definieren wir das arithmetische Mittel als 

(1.6) 

Es ist üblich, daß bei Messungen und besonders bei Zählungen derselbe 
Meßwert xi nicht nur einmal, sonder öfter vorkommt. Man müßte dann den 
x;-Wert so oft in die Formel ( 1.6) einsetzen, wie man ihn gefunden hat. Man kann 
die Prozedur verkürzen, indem man nicht 

d.h. f-mal xi schreibt, sondern einfach X(h, man gruppiert also gleiche Werte. So
bekommt man ganz allgemein aus (1.6)

II 

wobei N = }2J; ist.
i= 1 
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(1.7) 

Tabelle 1.6. Berechnung des Mittelwertes Beispiel 1.2.1. In Beispiel 1. 1.1 wurde 
die Wortlänge in Buchstaben in einem 
Ausschitt aus Goethes Faust gemessen. 
Wir berechnen die mittlere Wortlänge. 

Länge 
Häufig-

keit 

Xi (j 
2 3 

3 57 
4 26 

5 17 
6 18 
7 3 

8 3 

9 1 

10 4 

11 1 
I: 133 

x;f; 

6 

171 
104 

85 
108 
21 
24 
9 

40 

11 

579 

Lösung: Man multipliziert jeden xi­
Wert mit dem dazugehörigenJ;-Wert, um 
xi J; zu bekommen, wie in Tabelle 1.6 
angedeutet wird. Die Summen der J;- und 
der xi J;-Spalte setzt man in die Formel 
(1.7) ein. Hier ist 

N = Lfi = 133, L x;fi = 579, daher 

n 

- 1 � 579 
x = N LJ x;f; = 133 = 4,3534. ■

i= 1 

Sind die Werte von X relativ groß, so kompliziert sich jede weitere Bearbei­
tung der Daten. Steht kein Rechner zur Verfügung oder übersteigen die Werte 
( oder ihre Summe) die größte darstellbare Zahl eines Rechners, so kann man den 
Mittelwert etwas leichter berechnen, wenn man die ursprüngliche Zufallsvaria­
ble X transformiert. Wir definieren zunächst eine neue Variable 

U=X-A, (1.8) 

wobei A eine beliebige Konstante ist, d.h. von jedem xi ziehen wir die Zahl A ab. 
Der Durchschnitt von U ergibt sich dann als 

N N N 

u
= ! L Uj = ! L (X; -A) == ! L Xj -! NA = X -A . 

i= 1 i= 1 i = 1 

Aus diesem Resultat folgt, daß der wahre Durchschnitt 

x=u+A 

(1.9) 

(1.10) 

ist. Den gesuchten Mittelwert x erhält man also, indem man die abgezogene 
Konstante zu u addiert. 
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n n n 

Bemerkung: L xi+ c -:t L (xi+ c) = L xi+ nc, 
i=l i=I i=I 

wenn n � 2, was man an einem konkreten Beispiel leicht nachprüfen kann; vgl. 
Übung 1.2.1. 

Beispiel 1.2.2. In der Verteilung der Tabelle 1.4 ziehe man von jedem xi-Wert die Zahl 
A = 200 ab und berechne den Mittelwert. 

Lösung: Die notwendigen Zahlen sind in Tabelle 1. 7 angegeben. Aus der Berech­
nung folgt, daß 

u =

-440660
= -125 3299 

3516 

woraus nach Rücktransformation 

x = ü +A = -125,33 + 200 = 74,67 wird. ■ 

Tabelle 1. 7. Berechnung des Mittelwertes mit der transformierten Variablen ui = Xi - 200 (vgl. 
Beispiel 1.2.2) 

Klassenmitten 
Uj=Xi-200 ft Uift 

Xj 

30 -170 468 -79560
50 -150 958 -143700
70 -130 840 -109200
90 -110 601 -66110

110 -90 310 -27900
130 -70 156 -10920
150 -50 70 -3500
170 -30 41 -1230
190 -10 30 -300
210 10 17 170
230 30 6 180
250 50 10 500
270 70 3 210
290 90 2 180
310 110 1 110
330 130 2 260
350 150 1 150

L 3516 -440660
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Die Rechenarbeit kann noch weiter reduziert werden, wenn man eine andere 
Transformation durchführt, nämlich 

X-A
U=-­

d 
, (1.11) 

wobei sowohl A als auch d beliebige Zahlen sind. Man wählt d am besten als den 
Unterschied zwischen xi und xi+ 1, d.h. als den Unterschied zweier benachbarter 
xi-Werte. Man berechnet dann den Durchschnitt u. Da

folgt daraus, daß 

x = dü + A = ! L ui + A.

i= 1 

(1.12) 

(1.13) 

Beispiel 1.2.3. Berechnen Sie aus den Daten des Beispiels 1.2.2 den Mittelwert mit 
Hilfe der Transformation 

Lösung: Wir wählen A = 110 und d = 20 aus rein rechnerischen Gründen. Die 
Berechnung ist in Tabelle 1.8 angegeben. Aus den Resultaten ergibt sich 

_ -6211 
u = 

35 16 
= -1,7665, 

woraus nach (1.13) schließlich folgt: 
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2.8. Die Binomialkoeffizienten 

Dem Leser ist sicherlich noch aus der Schule bekannt, daß
(b + a)

2 = a2 
+ 2ab + b2 

(b + a)
3 = a3 

+ 3a
2
b + 3ab

2 
+ b

3 

(b + a)4 = a4 
+ 4a

3
b + 6a2b2 

+ 4ab
3 
+ b

4 

usw. Es interessiert uns, wie dieser Ausdruck allgemein aussieht, wenn derExponent n ist (n e N). Man sieht, daß die Exponenten von a schrittweise abnehmen, die Exponentenvon b zunehmen und die Summe der Exponenten von a und b immer n ist. Z.B.bei n = 3 haben wir oben

so daß man schreiben kann
3 21 12 3 

a,a b,a b,b, 

Die Frage ist nur, wie man die Koeffizienten bei diesen Ausdrücken bestimmt.Wir erläutern das an einem konkreten Beispiel, wenn n = 4 ist. Es ist 
(b + a)

4 
= (b + a) (b + a) (b + a) (b + a)

Wir wissen, daß wir als Glieder der Entwicklung dieses Binoms
4 3 22 3 4 

a , a b, a b , ab , b 

bekommen. Den Koeffizienten bei z.B. a3
b berechnen wir so, daß wir ein b ineiner Klammer fixieren und es mit den 3 as in den Klammem multiplizieren.

Das eine b können wir aus 4 Klammem wählen, und zwar nach 2.6 auf (i1Weisen,
denn das ist. die Anzahl der Wahl:m.öglicbkeiten für 1 Element aus 4. 6aher ist
der Koeffizient bei a3

b gleich (i)= (1)= 4. Der Koeffizient bei a2b2 berechnet
sich so, daß man 2 bs in 2 Klammem fixiert und mit den as in den restlichen 2Klammem multipliziert. Das darf man aber für alle Wahlen von 2 bs tun. Man
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kann nun 2 bs aus 4 genau auf (i) Weisen wählen, daher ist der Koeffizient bei
a2b2 gleich (il = 6. 

Dar aus tofgt allgemein, daß der Koeffizient bei

gleich

ist. Aus dieser Tatsache leitet sich auch der Name "Binomialkoeffizient" ab.Allgemein kann man also die Entwicklung des Binoms schreiben 

(2.17)

Beispiel 2.8.1. Wir überzeugen uns, ob die Formel (2.17) für (b + a)3 stimmt.
Lösung: (b + a)3 

= (�)aob3 
+ (i)a1b2 

+ (�)a2b1 
+ (�)a3bo 

= b3 
+ 3ab2 

+ 3a2b + a3 

Ordnet man die einzelnen Glieder nach dem abnehmenden Exponenten von a, so bekommt man die bekannte Formel. ■ 

Beispiel 2.8.2. Wie ist der Koeffizient bei a9b2? Lösung: Es ist n = 9 + 2 = 11 und k = 9 (oder 2), daher
(1i)=(1i)=55 

und derselbe Koeffizient ist auch bei a2b9• ■
Die Binomialkoeffizienten sind in Tabelle A2 des Anhangs angeführt. Eslassen sich für sie viele Beziehungen beweisen (vgl. Netto 1927), wir werden
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