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Vorwort

Das vorliegende Buch enthilt die notwendigen (nicht aber unbedingt die hinrei-
chenden) Kenntnisse, die dem Verstindnis des quantitativen Teils der mathema-
tischen Linguistik behilflich sein konnen. Der Stoff 148t sich in einem Semester
abhandeln, wie bereits von mehreren Dozenten in unterschiedlichen Kursen
erprobt wurde, und er ist so gestaltet, daB er sich auch im Selbststudium
bewiltigen 148t.

Es ist empfehlenswert, so viele Ubungen und Aufgaben zu lésen, wie nur
mdglich. Zahlreiche wurden so gestaltet, daB sie zur Weiterforschung in Texten
oder in der Sprache anregen. Alle Losungen findet man am Ende des Buches.

Bei der ersten Lektiire kann man Kapitel 6 eventuell auslassen und spiter
nachvollziehen, wenn den Lernenden der multivariate Charakter vieler sprach-
licher Erscheinungen eingeholt hat.

Die erste Ausgabe dieses Buches enthielt zahlreiche Tippfehler, bedingt durch
die damalige Schreibmaschinenherstellung des Manuskriptes. Zu verbindlichem
Dank bin ich A. Ambros verpflichtet, der keine Miihe gescheut hat, um all die
Fehler zu entdecken. Frau C. Priin, die mir den Kummer der typographischen
Vorbereitung des Manuskriptes abgenommen hat, verdanke ich wahrscheinlich
die Vermeidung eines friihzeitigen Herzinfarktes, der Arbeiten dieser Art {ibli-
cherweise begleitet. Die verbliebenen Fehler nehme ich getrost auf meine eigene
Kappe.

Bochum, Oktober 1995 G. A,
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Einleitung

In jedem Wissensbereich — sei es im Alltag oder in der Wissenschaft — ist
Grundvoraussetzung fiir jede Tatigkeit, eine gedankliche Ordnung liber die
Phinomene und Gegenstinde zu legen, mit denen man zu tun hat. Der einfachste
Typ einer solchen Ordnung besteht in der Schaffung von Kategorien: Alle
Objekte werden im Hinblick auf bestimmte, interessierende Kriterien als
“gleich” bzw. “nicht gleich” betrachtet; anders ausgedriickt: sie werden be-
stimmten Klassen zugeordnet. Dies ist der grobste Ordnungstyp, er wird “qua-
litativ” genannt, Auf diesem Niveau ist nicht mehr méglich, als fiir Objekte
anzugeben, ob sie zu einer bestimmten Klasse (z. B. zur Klasse der Verben oder
der Flexionsendungen) gehéren oder nicht. Dagegen erlauben es “quantitative”
Ordnungstypen, beliebig feine Ordnungen zu schaffen, indem die Objekte im
Hinblick auf die interessierenden Kriterien in eine Rangreihenfolge gebracht
werden kénnen (Ordinalskala) oder es sogar ermdglicht wird, die Unterschiede
numerisch (Intervall- und Verhéltnisskalen) zu erfassen und mit ihnen zu rech-
nen.

Je nach Anforderungen und Verwendungszweck werden entsprechend quan-
titative bzw. qualitative Begriffe und Verfahren bevorzugt. In einem Fall kann
es genligen, z. B. Priifungsaufgaben lediglich in schwierige und leichte zu
unterscheiden, in anderen Fillen wird es notwendig sein, den Schwierigkeitsgrad
auf einer Punkteskala anzugeben und damit von einem qualitativen Begriff
“schwierig” zu einem quantitativen iiberzugehen.

In der Geschichte der Sprachwissenschaft hat man sich die meiste Zeit mit
qualitativen Begriffen und Verfahren begniigt. Mathematisierung bedeutete vor
allem Formalisierung dieser Begriffe mit Hilfe von Algebra, Logik etc.

Seit einigen Jahrzehnten aber nehmen quantitative Ansitze zunehmenden
Raum ein — z. T. einfach, weil die entsprechende Ausbildung in der Sprachwis-
senschaft im Gegensatz zur heutigen Zeit frither vollkommen fehlte, z. T. aber
auch, weil die Einsicht zunimmt, daB qualitative, deterministische Modelle fiir
Sprache und Text nur sehr begrenzten Wert besitzen.



Sowohl bei der diachronischen als auch bei der synchronischen Betrachtung
sprachlicher Gegebenheiten stoSen wir immer wieder auf Uneindeutigkeiten,
Unschirfe, Ausnahmen von Regeln, auf Fluktuationen etc., kurz: auf deutlich
spiirbare Auswirkungen des stochastischen Charakters der Sprache. Hier kann
nur ein Instrumentarium greifen, das es uns erlaubt, auch Tendenzen zu beschrei-
ben, weil in den allermeisten Fillen keine absoluten RegelmiBigkeiten gefunden
werden konnen.

Die Statistik bietet uns ein solches Instrumentarium an, indem sie uns erlaubt,
Schliisse zu ziehen, deren Zuverlissigkeit festgelegt ist und somit nachgepriift
werden kann, Dies ist auch dann moglich, wenn die zugrundegelegte Information
— wie im Fall der Sprache — unvollstindig bleiben muB, da die schiere Menge
schriftlicher und miindlicher SprachduBerungen weder erfaBbar noch in ange-
messener Zeit bearbeitbar ist und sich dabei noch stindig vergroBert.

Mit statistischen Methoden kénnen jedoch gerade Massenerscheinungen in
idealer Weise untersucht werden, da im Grunde beliebig viele Daten (wie man
spéter sehen wird, sogar unendlich viele) mit sehr wenigen Parametern be-
schreibbar sind. Stellen wir Regularititen fest, die eine Systematisierung des
gewonnenen Datenmaterials zulassen, kénnen wir induktiv Erkenntnisse tiber
die Sprache gewinnen.

Die Statistik wird also in der Sprachwissenschaft — nicht anders als in anderen
\Yis‘senschaften — benétigt, um Sachverhalte zu beschreiben, die nichtdetermi-
n'asusche_:r Natur sind oder (praktisch oder prinzipiell) nicht vollstindi g erfa3bar
sind (wie die Lexik einer Sprache, die sich schneller #ndert, als man sie
beschreiben kann), ’

Eine u.nverzichtbare Funktion kommt der Statistik in dem wissenschaftlichen
Kernbereich der Hypotheseniiberpriifung zu. Wissenschaftlich interessante Hy-
pothesen kﬁ{anen aufgrund der oben skizzierten Eigenschaften von Sprache und
Tex‘t‘ c!urch e:flzelnc_: B.ei spiele weder bestiitigt noch widerlegt werden. Auch hier
bel:nou gen wir statistische Methoden, um eine Hypothese anhand von Daten
objektiv beurteilen zu kénnen.

‘ Die folgenden Kapitel geben eine Einfiihrung in die Grundlagen der deskrip-
tiven und der analytischen Statistik, soweit sie fiir die Sprachwissenschaft von
Bcflfmg .sind. Die Beispiele und Ubungsaufgaben sollen, soweit mdglich, gleich-
zeitig einen Eindruck von der Bedeutung der behandelten Fragen fiir die Praxis
vermitteln. Es ist aber nicht vermeidbar, daB der Sinn mancher Formeln und
Zusammenhinge erst spiiter wirklich klar wird.

1. Beschreibende Statistik

1.1. Ermittlung und Darstellung der Hiiufigkeiten

Die statistische Verarbeitung von Daten erfolgt in zwei Stufen: der beschreiben-
den und der schlieflenden.

Die beschreibende, mit der wir uns in diesem Kapitel beschiftigen werden,
hat die Aufgabe, in heterogenen Daten, in denen man keine klaren deterministi-
schen Gesetze entdecken kann, eine Ordnung zu schaffen und dieses geordnete,
iibersichtlich dargestellte Gebilde von Daten durch sogenannte Mazahlen oder
Kenngrofen zu charakterisieren.

Das zu untersuchende linguistische oder literarische Material steht duBerst
selten vollstindig zur Verfiigung bzw. ist sehr schwer zu ermitteln. Deswegen
erhebt man lediglich Stichproben kleineren oder groBeren Umfangs aus einer
Grundgesamtheit, unter der man alle Texte einer Sprache, alle Texte eines
literarischen Genres, das ganze Werk eines Schriftstellers, die vollstindige Lexik
einer Sprache usw. versteht. Man greift durch Zufall aus der Grundgesamtheit
einige Elemente heraus und miBt an ihnen eine oder mehrere Eigenschaften. Aus
der Gestaltung der Stichprobe zieht man dann Schliisse liber die Grundge-
samtheit, ermittelt (stochastische) Tendenzen, latente Mechanismen und Zusam-
menhinge. Das ist die Aufgabe der Inferenz- oder schlieBenden Statistik.

Die Eigenschaft (Merkmal), die man untersucht, ist nicht konstant — sonst
wire die ganze Statistik nicht notwendig —, sondern zeigt an verschiedenen
Elementen der Stichprobe unterschiedliche Ausprégungen. Die Faktoren, die die
Verinderung der Ausprigung von Element zu Element bestimmen, sind uns
unbekannt, deswegen betrachten wir die untersuchte GroBe als eine zufallige
Veriinderliche, bezeichnen sie allgemein mit X, und die Werte, die sie annimmt,
als x. Solche Verinderlichen (Variable) sind beispielsweise die Linge des Wortes
im Deutschen, die Position des Akzentes in Sprachen mit freiem Akzent, die Zahl
der Phoneme (Buchstaben), die hinter einem gegebenen Phonem (Buchstaben)

stehen kénnen, die Zahl der unbetonten Silben zwischen zwei betonten Silben



in Goethes Erlkénig, die phonische Ahnlichkeit zweier Verse, die Satzlénge in
einem Text, die Anzahl von Adverbialphrasen in einem Satz, die Zahl von
Bedeutungen eines Lemmas in einem Worterbuch usw.

Nimmt die Verinderliche nur Werte an, die man mit Hilfe der ganzen Zahlen
bezeichnen kann, so nennen wir sie diskret, sonst ist sie stetig (kontinuierlich).
Man sagt auch, daB man die Auspriigungen einer diskreten GréBe auf die Menge
der ganzen Zahlen abbilden kann, wihrend man die Auspriigungen einer stetigen
GroBe auf die Menge der reellen Zahlen abbilden kann.

Um die Ausprigungen, d.h. die Werte einer Eigenschaft zu ermitteln, muf
man eine MaBeinheit einfiihren, z.B. die Phonemzahl als die MaReinheit der
Wortlidnge, die Millisekunde als die MaBeinheit der Lautdauer u.a. Das Anein-
anderfiigen von MaBeinheiten ergibt eine Mefskala. Die Ermittlung der Auspri-
gung erfolgt durch die Anwendung einer MeBvorschrift. Bei diskreten Zufalls-
groBen geschieht dies durch Zihlen, bei stetigen GréBen durch Messen unter
Anwendung eines konventionell vereinbarten Instrumentes (Uhr, MetermaB,
Barometer u.a.). Bei einer diskreten GroBe verfertigt man eine Strichliste, in die
man die ermittelten Werte einzeln eintréigt. Sie besteht aus einer Tabelle, in der
in der ersten Spalte die natiirlichen Zahlen (oft einschlieBlich der Null) stehen,
ir} der zweiten Spfi] te fiir jed.cn ermittelten Wert ein Strich, in der dritten Spalte
die Anzahl der Striche, d.h. die absolute Héufigkeit der Werte. Eine Tabelle dieser

Art nennt man Hdéufigkeitstabelle.

Beispiel l_.l.l. Gemessene Eigenschaft (X): Wortlinge in Gretchens Monolog aus dem
ersten Teil \.ron Goetl_les Faust ("Meine Ruh ist hin, ..."). MaBeinheit: Anzahl der
_Buchstabcn im geschriebenen Wort. Die Resultate der Ermittlung der Wortldngen sind
in Tabelle 1.1 angefiihrt, B

Bei einer stetigen GréBe kann man natiirlich nicht alle Werte in einer Strich-
liste aufschreiben, da ihre Zahl im Grunde unendlich ist und nur der Verzicht auf
groBere Genauigkeit sie etwas einschrinken kann. Deswegen schreibt man jeden
gemessenen Wert zuerst hintereinander in einer Urliste auf. Hat man zu viele
xi-Werte, so fa3t man sie in Klassen zusammen, um Ubersicht zu gewinnen. Man
verliert dadurch etwas Information, aber die Daten sind dann leichter zu hand-
haben. Die Anzahl der Klassen soll zwischen 5 und 20 liegen. Jede Klasse enthalt
mehrere nebeneinanderliegende Werte der Verinderlichen, d.h. ein ganzes Inter-
vall von Realisationen der Verinderlichen. Man gruppiert die Werte folgender-
maBen in Klassen. Man bestimmt, wie viele Klassen (n) man haben méchte; dann
findet man den groBten realisierten Wert der Variablen Xmax, den kleinsten
realisierten Wert x,,,,, und berechnet die Klassenbreite nach der Formel

Tabelle 1.1, Hiufigkeitstabelle fiir Wortlénge, gemessen in Buchstaben, fiir einen Text aus
Goethes Faust

Wortlidnge Strichliste Hau%g;;i;g; \;i/orter
xi fi
1 - 0
2 Il 3
3 - - M- HH- - - S - 57
4 THE - - - - 26
5 HH- HH- -1 17
6 HH- HH- 11 18
7 1l 3
8 Il 3
9 I 1
10 Il 4
11 | 1
Klassenbreite = e (L)

und gruppiert die betreffenden Werte x; in eine Klasse. Die Klassengrenzen
diirfen sich nicht iiberschneiden. Oft fiihrt man auch bei diskreten Variablen eine
Gruppierung durch, wenn die Variable sehr viele Werte annehmen kann.

Beispiel 1.1.2.Ger3i¢ (1971) hat die Dauer von kurzen unbetonten Vokalen in Batsch-
ka-Deutsch in Millisekunden an 3 Informanten gemessen. Es ergaben sich Werte etwa
von 20 bis 360 Millisekunden (einige wenige Realisierungen, die unter 20 oder iiber
360 fielen, wurden in die Nachbarklassen eingeschlossen). Der Verfasser gruppierte
die ganze Variationsbreite in 17 Klassen und bekam die Klassenbreite

360-20 340

7 - 17 -2

Nach der Gruppierung ergab sich die Hiufigkeitsverteilung in Tabelle 1.2, wo in jeder
Klasse 20 Werte eingeschlossen sind. Die Intervalle 20-40, 40-60 usw. sind so zu
verstehen, daB sie von links geschlossen, von rechts offen sind, d.h. [20,40), [40,60)
usw. Das bedeutet, daB Werte kleiner als 40 in das erste Intervall gehdren, Werte gleich
oder gréBer als 40 und kleiner als 60 in das zweite usw. Es wiire geeigneter, die erste
Klasse mit “< 40” und die letzte mit “> 340" zu bezeichnen. ®



Tabelle 1.2.

Verteilung der Lautdauver
unbetonten Vokale im Batschka-Deutsch

nach Ger§ié (1971)

der kurzen

Tabelle 1.3.

Verteilung der Phonemzahl in 600 Sprachen
nach Lehfeldt (1974)

Intervall der Hiufigkeit Anzahl der Anzahl der
Lautdauer Phoneme Sprachen
Xi fi Xi fi
20- 40 468 11,5 -16,5 15
40- 60 958 16,5-21,5 98
60- 80 840 21,5-26,5 124
80 - 100 601 26,5-315 118
100 - 120 310 31,5-36,5 101
120 - 140 156 36,5-415 72
140 - 160 70 41,5-46,5 33
160 - 180 41 46,5-51,5 23
180 - 200 30 S e 9
200 - 220 17 26,3 - 61.5 1
220 - 240 6 Summe 600
240 - 260 10
260 - 280 3
280 - 300 ) Beispiel 1.1.3. Lehfeldt (1974) hat in 600
300 - 320 1 Sprachen die Anzahl der Phoneme im In-
320 - 340 5 ventar untersucht. Die Zahl der Phoneme
340 - 360 1 variierte von 13 bis 61, und nach der Grup-
Summe 3516 pierung ergab sich die Haufigkeitsvertei-

lung, die in Tabelle 1.3 angefiihrt ist. M

Da man spiter bei der Verarbeitung der Daten oft nur mit den Klassenmitten
arbeitet, soll man die Intervalle so wahlen, daB die Klassenmitten mdglichst
runde Zahlen sind, also keine Zahlen mit vielen Dezimalstellen, die die Rech-
nungen betrdchtlich verlédngern.

Man sieht an den Beispielen, daf3
n
Y fi=N (1.2)
i=1

N stellt die Summe aller Hiufigkeiten, den Stichprobenumfang, dar, und n ist
hier die Anzahl der Klassen, iiber die summiert wurde. Weiter bezeichnen wir

A fi
pi = pl) = 3
als die relative Héiufigkeit der Klasse x; in der Stichprobe und
A A
Fx)=) p(x) (1.4)

X Sx

als die relative Summenhiufigkeit, wobei man bis zu einer gegebenen Klasse x
einschlieBlich summiert. Offensichtlich gilt

Fltme) = 3 P = 1 (1.5)

X; S Xinax

Die Funktion 2‘ (%) heiBt auch die Verteilungsfunktion der Stichprobe. Die Begrif-
fe “relative Haufigkeit” und “Verteilungsfunktion” spielen eine groBe Rolle bei
der Theorie der Zufallsvariablen (Kap. 4). Mit ihrer Einfiihrung an konkreten
Daten soll auf das spiter notwendig werdende abstrakte Verstindnis vorbereitet
werden.

Beispiel 1.1.4. In den Daten des Beispiels 1.1.2 liegen die Klassenmitten in den
Punkten 30, 50, 70, ... . Man berechnet sie als den Durchschnitt der unteren und der

oberen Klassengrenzen. Die Werte von 1’5,~ und £ (x) berechnet man aus den Formeln
(1.3) und (1.4), z.B.

fiir X = 30

ist p(x;) = p(30) =3156~1% =0,1331;
fiir xX; = 50

ist p(50) = 595% =0,2725 usw.

Die relative Summenhéufigkeit

fiir X = 30
ist £(30)=0,1331;

fiir X = 50
ist £(50) = p(30) + p(50) = 0,1331 +0,2725 = 0,4056;



Tabelle 1.4, Hiufigkeitsverteilung der Lautdauer der kurzen unbetonten Vokale im Batschka-

Deutsch nach GerSié (1971)

Relative Relative

Intervall der Klassenmitte Hiufigkeit Hiufigkeit Summen'-

Lautdauer Xi fi /\_g Hiufigkeit

& £
20- 40 30 468 0,1331 0,1331
40- 60 50 958 0,2725 0,4056
60- 80 70 840 0,2389 0,6445
80-100 90 601 0,1709 0,8154
100-120 110 310 0,0882 0,9036
120-140 130 156 0,0444 0,9480
140-160 150 70 0,0199 0,9679
160-180 170 41 0,0117 0,9796
180-200 190 30 0,0085 0,9881
200-220 210 17 0,0048 0,9929
220-240 230 6 0,0017 0,9946
240-260 250 10 0,0028 0,9974
260-280 270 3 0,0009 0,9983
280-300 290 2 0,0006 0,9989
300-320 310 1 0,0003 0,9992
320-340 330 2 0,0006 0,9998
340-360 350 1 0,0003 1,0001
Summe 3516 1.0001
fiir X = 70

ist £(70) = p(30) + p(50) + p(70)
=0,1331 + 0,2725 + 0,2389 = 0,6445 .

Alle Werte sind in Tabelle 1.4 angegeben. ®

Bemerkung: Die Tatsache, daf in der Tabelle Z 3; =1,0001 ist, hangt mit der

Rundung zusammen. Die Rundung erfolgt folgendermaBen: Von | bis 4 rundet
man nach unten ab, von 6 bis 9 nach oben. Bei 5 rundet man nach unten ab, wenn
die letzte Stelle vor der zu rundenden 5 gerade ist, und nach oben, wenn sie
ungerade ist, z.B.

234 ~ 23 284 ~ 28
23,5 ~ 24 28,5 ~ 28
23,51 ~ 24 28,51~ 29
236 ~ 24 28,6 ~ 29. 8

130

120

110

100

90]

80

70

60

50

40]

301

20

10

—

11,5 16,5 21,5 26,5 31,5 36,5 41,5 46,5 51,5 56,5 61,5 ]

Abb. 1.1. Histogramm fiir die Haufigkeitsverteilung der Phonemzahl in 600 Sprachen nach
Lehfeldt (1974)

Um die Haufigkeitsverteilung der Stichprobe anschaulich zu machen, pflegt
man die Daten graphisch darzustellen. In einem Koordinatensystem tragt man
auf der Abszisse die x-Werte und auf der Ordinate entweder die absoluten ( f;)
oder die relativen (3,-) Haufigkeiten auf. Um die Intervallmitte (Klassenmitte)
zeichnet man ein Rechteck, dessen Breite der Breite des Intervalls und dessen
Hohe der Héufigkeit entspricht. Eine solche Darstellung hei8t Héaufigkeitshisto-
gramm.

Beispiel 1.1.5. In Abb 1.1 ist das Histogramm fiir die Daten von Lehfeldt (1974) aus
dem Beispiel 1.1.3 gezeichnet. Auf der Ordinate sind die absoluten Haufigkeiten
gekennzeichnet. B
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Abb. 1.2. Histogramm fiir die Haufigkeitsverteilung der Lautdauer nach Gersié¢ (1971)

Beispiel 1.1.6. In Abb. 1.2 ist das Histogramm fiir die Daten von Ger$i¢ (1971) aus
dem Beispiel 1.1.4 gezeichnet. Auf der Ordinate sind die relativen Hiufigkeiten
aufgetragen. @

Nimmt die Variable nur diskrete Werte an, die man nicht gruppiert, so pflegt
man die Haufigkeiten in Form von Stibchen darzustellen. Solche Darstellungen
nennt man Stabdiagramme.

10

Tabelle 1.5.

Hiufigkeitsverteilung der Silbenlinge indonesischer Morphemtypen.

Silbenlénge des
Morphems

Xi

Hiufigkeit
fi

Relative Haufigkeit

A
pi

Relative Summen-
Hiufigkeit

Fex)

HW N =

W

12
35
54
39

8

0,08108
0,23649
0,36486
0,26351
0,05405

0,08108
0,31757
0,68243
0,94594
0,99999

Summe

148

0,99999

50T

40+

30 +

20 |

10T

0

1

2

3

4

Abb. 1.3. Stabdiagramm der Haufigkeitsverteilung im

Beispiel 1.1.7.

Beispiel 1.1.7. Die 148 struk-
turellen Morphemtypen des In-
donesischen kénnen 1 bis 5 Sil-
ben lang sein (Silbenldnge =
Vokalzahl). Thre Haufigkeiten
sind in Tabelle 1.5 angegeben
und das Stabdiagramm dieser
Hiufigkeitsverteilung in Abb.
1.3 dargestellt. W

Verbindet man die Punkte
(x;, ﬁ(x,-)) mit einer Geraden,
d.h. zieht man eine Gerade
von einer Klassenmitte in
der Hohe ﬁ(x,-) zu der be-
nachbarten Klassenmitte in
der Hohe ﬁ(x,-ﬂ), so be-
kommt man ein Hdaufigkeits-
polygon. Im Stabdiagramm
verbindet man einfach die
oberen Enden der Stébe.

Beispiel 1.1.8. Die Hzufigkeitspolygone der Verteilungen aus den Abbildungen 1.2
und 1.3 sind in den Abbildungen 1.4 und 1.5 dargestellt.®

Je kleiner die Intervalle einer stetigen Variablen, desto glatter wird das
Polygon.
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107 - Abb. 1.7. Treppenkurve fiir das Beispiel 1.1.7
Auch die Summenhé&ufigkeiten lassen sich graphisch darstellen. Durch ihre
g 1 =2 3 % 3 Eintragung in ein Koordinatensystem entsteht die sogenannte Treppenkurve. Fiir
Abb. 1.5. Hiufigkeitspolygon der die Verteilungen in den Beispielen 1.1.4 und 1.1.7 sind die Treppenkurven in den
Verteilung in Abb. 1.3. Abbildungen 1.6 und 1.7 dargestellt.



Ubung 1.1.1. Die folgende Urliste enthilt die Wortlinge, gemessen als die Zahl
der Buchstaben, aus der ersten Strophe der “Zueignung” von Goethes Faust: 3, 4, 4,
6,11,9,3,4,4,5,3,6,7,7,3,4,4,7,12,4,3,4,4,4,5,4,7,3,6,4,2,3,3,2,4, 3,
6,3,3,3,5,3,5,2,4,6,4,5,5,4,10, 11, 3, 11, 3,5, 3,9, 5.

Stellen Sie die Strichliste und die Héufigkeitsverteilung der Wortlidnge auf,

Ubung 1.1.2. Zeichnen Sie das Stabdiagramm der Verteilung in der Ubung 1.1.1.

Ubung 1.1.3. Berechnen Sie die relativen Haufigkeiten und die relativen Summen-
héufigkeiten aus dem Beispiel 1.1.1.

Ubung 1.1.4. Zeichnen Sie die Treppenkurve fiir die Verteilung in Beispiel 1.1.3.

1.2. Das arithmetische Mittel

Die meistbenutzte KenngréBe oder Charakteristik einer empirischen Verteilung
ist das arithmetische Mittel, oft einfach Mittelwert oder Durchschnitt genannt.
Man berechnet es so, dal man die ermittelten Werte der Zufallsvariablen addiert
und die Summe durch die Anzahl der Summanden dividiert. Seien x, x3, x3, ...,
xydie gemessenen Werte von X, dann definieren wir das arithmetische Mittel als

N

- X tXxytxz3t.txy 1

¥ N =23x . (1.6)
i=1

Es ist iiblich, da3 bei Messungen und besonders bei Zihlungen derselbe
MeBwert x; nicht nur einmal, sonder 6fter vorkommt. Man mii8te dann den
x;~Wert so oft in die Formel (1.6) einsetzen, wie man ihn gefunden hat. Man kann
die Prozedur verkiirzen, indem man nicht

X1t Xig+xi3+ ... +x,-f

d.h. f~mal x; schreibt, sondern einfach x; f;, man gruppiert also gleiche Werte. So
bekommt man ganz allgemein aus (1.6)

xfitxfh+...+x 1 .
— 1T X2 T ... + Xu s
X = 1 1 I=Nzxiﬁ (17)

N

i=1

n
wobei N = Zf,- ist.

i=1

14

Tabelle 1.6. Berechnung des Mittelwertes Beispiel 1.2.1. In Beispiel 1.1.1 wurde

j Hiufig- die Wortldnge in Buchstaben in einem
Lénge Keit Ausschitt aus Goethes Faust gemessen.

Xi fi xifi Wir berechnen die mittlere Wortléinge.

2 3 6 Laésung: Man multipliziert jeden x;-
3 57 171 Wert mit dem dazugehérigen f;-Wert, um
4 26 104 x; f; zu bekommen, wie in Tabelle 1.6
5 17 85 angedeutet wird. Die Summen der f;- und
6 18 108 der x; f;-Spalte setzt man in die Formel
a 3 21 (1.7) ein. Hier ist
8 3 24 N=Y f,=133, Y x;f;=579, daher
9 1 9 .- i

10 4 40 . n o

il 1 L X= Y xifi=12=43534.8

2 133 579 N E‘l i

Sind die Werte von X relativ gro, so kompliziert sich jede weitere Bearbei-
tung der Daten. Steht kein Rechner zur Verfiigung oder iibersteigen die Werte
(oder ihre Summe) die groBte darstellbare Zahl eines Rechners, so kann man den
Mittelwert etwas leichter berechnen, wenn man die urspriingliche Zufallsvaria-
ble X transformiert. Wir definieren zunéchst eine neue Variable

U=X-A, (1.8)

wobei A eine beliebige Konstante ist, d.h. von jedem x; ziehen wir die Zahl A ab.
Der Durchschnitt von U ergibt sich dann als

N N N
- 1 1 1 1 -
M=N2u,-=N2(x,~—A) =-A72x‘-—NNA=x—A. (1.9)
i=1 i=1 i=1
Aus diesem Resultat folgt, dafl der wahre Durchschnitt

x=u+A (1.10)

ist. Den gesuchten Mittelwert x erhélt man also, indem man die abgezogene
Konstante zu u addiert.

15



n n n
Bemerkung: Z xXi+c # Z (xj+c) = 2 X; +nc,
i=1 i=1 i=1
wenn n 2 2, was man an einem konkreten Beispiel leicht nachpriifen kann; vgl.
Ubung 1.2.1.

Beispiel 1.2.2. In der Verteilung der Tabelle 1.4 ziehe man von jedem x;-Wert die Zahl
A =200 ab und berechne den Mittelwert,
Losung: Die notwendigen Zahlen sind in Tabelle 1.7 angegeben. Aus der Berech-
nung folgt, daB
—440660

=" = ~125,3299

woraus nach Riicktransformasion

X =u+A =-12533+200 = 74,67 wird. ®

Tabelle 1.7. Berechnung des Mittelwertes mit der transformierten Variablen u; = xi - 200 (vgl.
Beispiel 1.2.2)

Klasse:imltten i = x; — 200 £ i fi
30 -170 468 -79560
50 -150 958 -143700
70 -130 840 -109200
90 -110 601 -66110

110 -90 310 -27900
130 -70 156 -10920
150 -50 70 -3500
170 -30 41 -1230
190 -10 30 -300
210 10 17 170
230 30 6 180
250 50 10 500
270 70 3 210
290 90 2 180
310 110 1 110
330 130 2 260
350 150 1 150

2% 3516 -440660

Die Rechenarbeit kann noch weiter reduziert werden, wenn man eine andere
Transformation durchfiihrt, nimlich

X-A (1.11)

wobei sowohl A als auch d beliebige Zahlen sind. Man wihlt d am besten als den
Unterschied zwischen x; und x;+1, d.h. als den Unterschied zweier benachbarter
x;~Werte. Man berechnet dann den Durchschnitt . Da

N N
S _ 1, _ lg(u=4)_
”‘NZ”"‘N [dJ_
=1

_xX_A_x-A (1.12)
d d d ’
folgt daraus, dafl
N
%= divd =33 uea (113

Beispiel 1.2.3. Berechnen Sie aus den Daten des Beispiels 1.2.2 den Mittelwert mit
Hilfe der Transformation
x;— 110

20

Losung: Wir wihlen A = 110 und d = 20 aus rein rechnerischen Griinden. Die
Berechnung ist in Tabelle 1.8 angegeben. Aus den Resultaten ergibt sich
-6211
3516

U =

= -1,7665,

u=

woraus nach (1.13) schlieBlich folgt:

17



Tabelle 1.8. Berechnung des Mittelwertes mit der transformierten Variablen u; = (x; - 110)/ 20

(vgl. Beispiel 1.2.3)

Klassenmitten Ui = e ;(1)10 fi uifi
30 4 468 -1872
50 -3 958 -2874
70 -2 840 -1680
90 -1 601 -601

110 0 310 0
130 1 156 156
150 2 70 140
170 3 41 123
190 4 30 120
210 5 17 85
230 6 6 36
250 7 10 70
270 8 3 24
290 9 2 18
310 10 1 10
330 11 2 22
350 12 1 12

T 3516 -6211

x = du+A = 20(-1,7665) + 110 = 74,67
wie oben. W

Die Formel (1.13) gilt natiirlich auch dann, wenn wir mit f; arbeiten. Setzt

man die Transformation u; = (x; - A)/d, dann ist

18

&1

%Zuifi

i=1

) n Bk
Krz[ d }ff
i=1

1 < 1 <
Na 2 Nifi~ g LA =

i=1 i=1

Il
%l
!
i
M =

=

SR
Z
Q
a,

wie in (1.13).
Der Mittelwert besitzt zwei wichtige Eigenschaften, die eine bedeutende
Rolle spielen:

(1) Die Summe der Abweichungen der x;-Werte von x ist gleich Null, d.h.

Y (x-%)=0.

Beweis: 2(x,-—3€)=2x,-—N§=2x,-—N%Zx,:o,
i i i

i

dax= % z x; aus der Definition (1.6) zu ersetzen ist.

1
(2) Die Summe der Abweichungsquadrate der x;-Werte von einer Konstante

¢ ist am kleinsten, wenn ¢ = x, d.h. Z; (x; — ¢)? = Minimum, wenn ¢ = X.

Beweis: Wir setzen die erste Ableitung der Summe der Abweichungsquadrate
nach c gleich 0,

-2 (x;—c)=0.

Daraus folgt

Zx,-=Nc
i

nach Definition von x. B

19



Ubung 1.2.1. Berechnen Sie

3 3
(@) 2, (k+1); @Y
k=1 x=1
3 n
b)Y k+1; ©) Y, (xi—k);
k=1 i=1
3 5
© Y (x-2); O c
x=1 i=1

Ubung 1.2.2. (a) Zeigen Sie, daB

n n
Zaxi=a2xi
i=1 i=1

(b) Zeigen Sie, daf

1=
4
(c) Berechnen Sie 2 ak
k=1
Ubung 1.2.3. Berechnen Sie den Mittelwert der Verteilung in der Ubung 1.1.1
(Wortldnge in der Zueignung aus Goethes Faust).
Ubung 1.2.4. Berechnen Sie den Mittelwert der Verteilung im Beispiel 1.1.3 (Daten
von Lehfeldt).
ﬁbung 1.2.5. Berechnen Sie den Mittelwert der MeBdaten 26,7 31,5 22,6
28,2 29,2 253 25,7 mit Abziehen einer Konstante nach (1.8).
Ubung 1.2.6. In zwei Stichproben mit N1 = 30 bzw. N2 =40 hat man x1 = 4,3 bzw.
X2 = 6,5 ermittelt. Wie ist der Durchschnitt der zusammengesetzten Stichprobe?

n n n
Z(axi—byi) = ain—bei ;
1

i=1 i=1

1.3. Die Varianz und die Standardabweichung

Der Mittelwert ist ein Wert, zu dem die Werte von X tendieren. Er braucht aber
kein Wert zu sein, der in der Wirklichkeit zu beobachten ist, besonders dann
nicht, wenn die Variable diskret ist. Wenn in den Sprachen durchschnittlich 30,3
Phoneme vorhanden sind, so bedeutet das nicht, daB in einer Sprache 30,3
Phoneme méglich sind. Bei einer Zufallsvariablen streuen die Werte um den
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Mittelwert so, da3 es sowohl negative als auch positive Abweichungen gibt. Die
Summe dieser Abweichungen ist, wie in 1.2 gezeigt wurde, gleich Null.

Um das AusmaB dieser Streuung zu messen, benutzt man andere KenngroBen.
Das meistbenutzte Streuungsma8 ist die durchschnittliche quadratische Abwei-
chung vom Mittelwert, definiert als

N
2_1 2
N _NZ(xi_;) (1.14)
i=1
oder, wenn die Werte x; ofter als einmal vorkommen und gruppiert werden, als

Sz=%2(x,-—§)2f,-. (1.15)

i=1

Diesen Ausdruck nennt man auch Varianz. Aus gewissen Griinden, die wir erst
in der Schétzungstheorie nennen werden, benutzt man auch den Ausdruck

N
s2=—Ni—12(x,-—§)2 (1.16)

i=1

bzw. bei gruppierten Werten

P X -9 (L.17)

i=1

In empirischen Untersuchungen kann man in Einzelfdllen nicht entscheiden,
welche von diesen zwei Formeln als Schitzung der “wahren” Streuung in der
Grundgesamtheit die “bessere” ist. Dazu miiite man die wahre Streuung kennen,
und in diesem Fall wiirde sich eine Schiitzung eriibrigen. Man sollte diejenige
Formel benutzen, die bei weiterer Bearbeitung der Daten im gegebenen statisti-
schen Verfahren vorausgesetzt wird. Es ist leicht zu sehen, daB mit zunchmen-
dem Stichprobenumfang N der Unterschied zwischen den beiden Ausdriicken
immer geringer wird.

Die Wurzel aus S? bzw. aus s nennt man Standardabweichung, die als
Abweichungs- bzw. Streuungseinheit betrachtet wird.
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Wenn x eine ganze Zahl ist, so ist die Berechnung der Ausdriicke (x;—x 4

ziemlich leicht, wenn aber x keine ganze Zahl ist, so erschwert sich die Berech-
nung erheblich. Eine einfachere Berechnungsformel bekommt man, wenn man

das Binom (x; — %)? entwickelt:

2_Ln 2
S=u D=0,

i=1

=ﬁ(2xffi—2§2x,-ﬁ+?2f,)

’ 2
Zi X fi Zixifi

L );H_Nfizf( 5l ) v

\l I
_ 1 [y _, Enf)’ | Einf)’
TN_1 & N N
1 2 _(Et‘xiff)z
_N—I{Ei'x‘fi N ] (1.18)

Man kann also die Varianz auch ohne Kenntnis des Mittelwerts berechnen. Fiir
s gilt der Ausdruck ebenfalls, man ersetzt lediglich N — 1 durch N.

Beispiel 1.3.1. Im Beispiel 1.1.7 wurde die Verteilung der Lénge indonesischer
Morphemtypen angegeben (Tabelle 1.5). Wir berechnen §” und S.

Liosung: Die Berechnung von $?und Snach (1.18) erfolgt aus den Daten in Tabelle
1.9.
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Tabelle 1.9. Berechnung der Varianz und der

Standardabweichung
Xi fi xifi i
1 12 12 12
2 35 70 140
3 54 162 486
4 39 156 624
5 8 40 200
)} 148 440 1462

Es ist also

148

1 440% 1
_m(mez- 148] = T35 (1462 1308,11) = 1,0398

und daraus ist

=L [12(12) +2%35) 4.4 5%g) - LUDH203) +.4 3 (8)]2]
148

§=+1,0398 =1,02. ®

Sind die Werte von X sehr groB, so werden sie durch das Quadrieren noch groBer.
Den Rechenaufwand kann man wiederum dadurch reduzieren, daB man eine
Transformation durchfiihrt. Benutzt man die Transformation (1.11), d.h.

so gilt nach (1.12) u= —TA Danach ist
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2
=L2(xi—§)2ﬁ=%, (1.19)

so daB schlieBlich

2= d*s? bzw. s2=d’sk. (1.20)

Beispiel 1.3.2. Wir ermitteln die Varianz s aus den Daten des Beispiels 1.2.3 mit Hilfe
der Transformation u; = (x; — 110)/20 .
Lésung: Die Berechnung der notwendigen Zahlen erfolgt in Tabelle 1.10. Dann
berechnen wir zuerst
s 1 e, @ wif)’
Su=N_q| &k fi-—N—

i=1

Aus Beispiel 1.2.3 kennen wir bereits X; u; f; = 6211, also wird

2
2__ 1 _-6211”
Su=73515 23327~ 3516
1
= - 1
3315 (23327 -10971,71)

=3,5150.

Daraus folgt

2 = d*s2 = 400 (3,5150) = 1406,00

und die Standardabweichung

;=52 =37,50. ®
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Tabelle 1.10. Berechnung der Varianz mit transformierten Veriablen

xi uj=2 2310 £ y

30 -4 468 7488

50 -3 958 8622

70 2 840 3360

90 -1 601 601

110 0 310 0
130 1 156 156
150 ) 70 280
170 3 41 369
190 4 30 480
210 5 17 425
230 6 6 216
250 7 10 490
270 8 3 192
290 9 2 162
310 10 1 100
330 11 2 242
350 12 1 144
T 3516 23327

n
Ubung 1.3.1. Zeigen Sie, daB §% = 1 > x2f — N

i=1

Ubung 1.3.2. Finden Sie die Standardabweichung s der MeBdaten in der Ubung
1.2.5. Die Daten sind
26,7, 31,5; 22,6; 28,2; 29,2; 25,3; 25,7.
[Bedenken Sie, daB f; = 1 fiir alle x;.]
Ubung 1.3.3. Nach der Berechnung von % wurde festgestellt, daB ein Wert xf
irrtlimlich eingeschlossen wurde und ausgestrichen werden muB. Zeigen Sie, daB die

korrigierte Varianz S% aus der berechneten Varianz wie folgt ermittelt werden kann:

2 1 N 1 2 (Nap—Ex)?
s —1(N52 N-1 ]_N—I[NS NN-1) | (1.21)

[Bedenken Sie, daB man die Abweichungsquadrate von x berechnen mufB, wo

Xc= —UI,V; —f ; setzen Sie NS2 =% (xi — Xc + % — %)% dann quadrieren, (xf— %)% von

% (xi— Ec)2 subtrahieren und ordnen.]
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Ubung 1.3.4. Bei der Berechnung von S aus den Daten 5, 4‘. 3,8, Sergabsich
= 2,8. Man hat aber festgestellt, daBl der Wert 8 irrtiimlich eingeschlossen wurde.
Berechnen Sie S% mit Hilfe der Formel (1.12) und kontrollieren Sie das Ergebnis mit
direkter Berechnung.

Aufgaben

1.1. Stellen Sie die Haufigkeitstabelle fiir die Daten aus dem Beispiel _1.1.3 mit
Klassenmitten, relativen Haufigkeiten und relativen Summenhéufigkeiten auf.
1.2. Schreiben Sie aus

n n
2
@ D, % (i =3); ®Y -1"
i=1 i=1

[Fiihren Sie die innere Operation aus und schreiben Sie in mehreren Sur.nme.n.]
1.3. Berechnen Sie die relativen Haufigkeiten und die relativen Summenh#ufigkeiten

aus der Ubung 1.1.1. Dann berechnen Sie s” und s.
1.4. Berechnen Sie

n n
2
(a) 2 k (k= 3); ® Y k-1
k=1 k=1 .
[Fithren Sie die innere Operation aus. Benutzen Sie die Reihensummen in Anhang
B1l]

1.5. Ludvikové (1972, S. 32) hat in Prosatexten die Wortlénge in Silbenzahl gezihlt
und bekam folgende Resultate:

Silbenzahl X; | 1 2 3 4 5 26 >
Worteranzahl f ‘647 771 426 140 14 2 2000

Zeichnen Sie ein Stabdiagramm und berechnen Sie xund s.
1.6. Zeigen Sie, dal

n
3 @k-1)=n"
k=1 o
177. Berechnen Sie die mittlere Morphemtyplinge im Indonesischen aus dem Beispiel

1.1.7. .
1.8. Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz der ersten n natiirlichen Zalilen.
[Benutzen Sie die Reihensummen im Anhang B1, bzw. Formel (1.18) fiir $°.]
1.9. Berechnen Sie x und s aus den Daten

X ' 20-22 23-25 26-28 29-31 32-34 35-37 3840

£ 2 5 9 16 8 4 1
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1.10. Bei der Berechnung des Mittelwerts wurde die Hiufigkeit f’; eines besimmten

Wertes x; falsch gelesen und muB durch die richtige Hiufigkeit f; ersetzt werden.
Zeigen Sie, daB sich der richtige Mittelwert x, aus x mit Hilfe der Formel
- _ NJ_C + Xi (f; —f;‘ ) )
¢ N-f'+f
berechnen 148t.

1.11. In 3 Stichproben von N = 20, N, = 25, N3 = 15 wurden folgende Mittelwerte
berechnet: x; = 7,15; x; = 6,65; x3 = 7,05. Finden Sie den Mittelwert der
zusammengesetzten Stichprobe.

1.12. Eine Zufallsvariable nimmt die Werte der ersten n natiirlichen Zahlen an mit
Hiufigkeiten, die mit den jeweiligen Werten identisch sind. Zeigen Sie, da8
- (@n+1 :
x= % [Bedenken Sie, daB Zf,- = 2 kund Z xifi= 2 K]

1.13. Berechnen Sie s” aus den Daten von Lehfeldt im Beispiel 1.1.3.

1.14. Eine Zufallsvariable nimmt die Werte 1, 1 +d,1 + 2d, ... 1 + nd mit Hiufigkeiten
jeweils 1 an. Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz 4

1.15. Berechnen Sie S aus den Daten in Beispiel 1.2.1.

1.16. Aus zwei Stichproben von N; und N wurden x; und %, bzw §; > und S, berechnet.

Zeigen Sie, daB die Varianz S? der zusammengesetzten Stichprobe von Ny + N,

Elementen
2 2 =42

NiST+N-S5 N{N; (x)—x
2 NiSi+N.S; NN, ( :)i a2

N+ N, (Ny +Ns)
. .- - 2 . . .= N]E]"‘Nz}z
[Fiigen Sie x1 bzw. x4 in S” ein. Ersetzen Sie den Durchschnitt x = -———--N N

1 2

ordnen Sie dann.]

1.17. Zwei Stichproben von Ny = 20; Ny = 22; %, = 4,3; 5, = 3,5; §2 = 5,7; S5 = 6,8
wurden zusammengesetzt, Berechnen Sie x und §% der zusammengesetzten
Stichprobe. [Benutzen Sie Formel (1.32).]

1.18. Nach der Berechnung von $“ aus einer Stichprobe mit N Elementen hat man
festgestellt, dafl ein Wert xg falsch gelesen wurde und durch den richtigen Wert

x. ersetzt werden muBl. Zeigen Sie, daB die korrekte Varianz SC2 sich aus §?
folgendermaBen berechnen 146t:

1 X.—xf+2Xx
Se=8 4 (e 3) xc+xf-L—iﬁ— : (1.33)
wobei X x die urspriingliche, nicht korrigierte Summe ist (Kapur-Saxena 1969,
S.44). [Setzen Sie

2
2 1 2 2 o (Exi=xr+xp)
SC=N(Ex,-—xf+xc——!—' 5 ")
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und ordnen Sie.]

1.19. Berechnen Sie 52 aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, dann entfernen Sie 6 und
berechnen Sie die neue Varianz S‘,2 direkt und mit Hilfe der Formel (1.21).
1.20. Benutzen Sie die Daten aus Aufgabe 1.19. Dann berechnen Sie die neue Varianz

S,,.2 direkt und mit Hilfe der Formel (1.33) nachdem 6 durch 8 ersetzt wurde.

Benutzte und weiterfiihrende Literatur : GerSi¢ (1971), Gradshteyn-Ryzhik
(1973), Kapur-Saxena (1969), Kendall-Stuart (1969), Lehfeldt (1975), Ludvi-
kové (1972), Neyman (1950), Weber (1961).
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2. Kombinatorik

Um ihrer Aufgabe nachkommen zu koénnen, Daten nicht nur darzustellen,
sondern auch zu beurteilen, benétigt die Inferenzstatistik BezugsgrdBen und
mathematische Modelle, aus denen sie diese gewinnen kann,

Das Problem, aus 49 Symbolen 6 richtig zu erraten, und der Befund, daB in
einer Sprache 72% aller Silben den Vokal /a/ haben, sind nur zu beurteilen, wenn
man die Wahrscheinlichkeit fiir das jeweilige Ereignis kennt. Wie spiter gezeigt
wird, ben6tigt man fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
die Anzahl der moglichen Ereigniskonfigurationen. Grundlage dazu ist die
Kombinatorik; Permutation, Variation und Kombination liefern die Basis fiir die
wahrscheinlichkeitstheoretische Modellierung.

2.1, Permutation ohne Wiederholung

Stellt man zwei Buchstaben A und B in allen mdglichen Reihenfolgen auf, so
erhélt man lediglich
AB und BA,

d.h. 2 Reihenfolgen, die wir Permutationen nennen werden. Mit 3 Buchstaben,
A, B, und C erhilt man

ABC

ACB

BAC

BCA

CAB

CBA,
d.h. 6 Permutationen. Wichst die Anzahl der Buchstaben, so wichst sehr schnell
auch die Anzahl der Permutationen: Bei 4 Buchstaben hitte man schon 24
Permutationen, bei 5 Buchstaben 120 usw. Man hitte viel Miihe, sie alle
aufzuzihlen. Deswegen muf3 man eine Formel finden, die es erlaubt, die Anzahl
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der Permutationen von n Elementen ohne ihre Aufzihlung zu berechnen. Man
tiberlegt folgendermaBen:

Im obigen Fall kann man an die erste Stelle der Buchstabenreihe alle 3
Buchstaben setzen; an die zweite Stelle kann man nach der Fixierung des ersten
Buchstabens nur noch die zwei iibriggebliebenen Buchstaben stellen; z.B. kann
nach A entweder B oder C stehen; an der dritten Stelle kann danach nur der letzte
Buchstabe stehen. Dadurch erhilt man

3 X 2 X 1 = 6
erste zweite dritte
Stelle Stelle Stelle

Permutationen, die oben aufgefiihrt wurden. Wiederholt man diesen Gedanken-
gang mit 4 Elementen, so bekommt man

4x3x2x%x1=24,
und allgemein bei n Elementen erhélt man
nn-1)(n-2)...3-2-1=n! 2.1

Permutationen. Die Zahl n! nennt man n-Fakultit.
Bezeichnet man die Anzahl der Permutationen aus n Elementen als P, so
erhilt man die Formel

P,=nl @.2)

und diese Formel gilt natiirlich nur dann, wenn alle Elemente unterschiedlich
sind.

Beispiel 2.1.1. Wie viele Worter kann man durch Umstellung des Wortes KRAUT
bilden?
Losung: Es gibt 5 unterschiedliche Buchstaben, daher
Ps=5!=120. 8

Beispiel 2.1.2. Wie viele sinnvolle und sinnlose Folgen kann man aus den Worten des
Satzes DER RASEN IST GRUN bilden?
Losung: Es gibt 4 unterschiedliche Worter, daher
P,=4!=24 W

Wie man aus der Formel (2.1) direkt ersehen kann, gelten fiir die Fakultiten
folgende Beziehungen

=1
nl=n@n-1) 2.3)
(n+1)!=(m+1)n!

Die Berechnung der Fakultiten wird durch Tabelle Al im Anhang erleichtert.

Bemerkung: Die Permutierbarkeit der Worter im Satz ist in jeder Sprache mehr
oder weniger eingeschrinkt; daher kann man das Verhiltnis der erlaubten und
der theoretisch moglichen Wortpermutationen als ein MaB der Strenge der
Wortstellung betrachten. Der Anteil der Phonempermutationen, die sinnvolle
Worter ergeben, deutet das MaB der phonematischen Wortbildung an. Je gréBSer
dieser Anteil, desto groBer die Wortbildungsskonomie.

Ubung 2.1.1. Berechnen Sie P7.

Ubung 2.1.2. Wieviel ist 5(4!)?

Ubung 2.1.3. Wie viele unterschiedliche Worter (auch sinnlose) kann man durch
Umstellung der Buchstaben des Wortes SEMANTIK bilden?

Ubung 2.1.4. Wie viele unterschiedliche Worter (auch sinnlose) kann man durch
Umstellung der Buchstaben von ORTE bilden? [Wie viele davon gibt es im Deut-
schen?]

2.2. Permutation mit Wiederholung

Wir bilden alle Permutationen der Symbole A, B, C, diesmal lassen wir aber zu,
daB sich die Symbole auch wiederholen, d.h. wir bilden auch Reihenfolgen wie
AAB, ACA, BBB, BBC usw. In diesem Fall kann man an die erste Stelle der
Reihenfolge alle 3 Symbole setzen, an die zweite Stelle auch alle 3 und an die
dritte Stelle ebenfalls alle 3, so dal man insgesamt

3 X 3 X 3 = 27
erste zweite dritte
Stelle Stelle Stelle

Permutationen mit Wiederholungen der Buchstaben bekommt. Mit 4 Buchstaben
bekommt man
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4x4xaxd=4*

Permutationen, und allgemein mit n Elementen erhélt man

nxnxnx..xn=n"

-

"

n—mal

Permutationen. Bezeichnen wir die Anzahl der Permutationen von n Elementen
mit Wiederholung als P, so erhalten wir die nichste Formel

P,=n" 2.4)

Beispiel 2.2.1. Wie viele Worter kann man aus den Buchstaben des Wortes ER bilden,
wenn Buchstabenwiederholung erlaubt ist?
Lisung: Es gibt 2 Buchstaben, daher
Py=2"=4.m

Beispiel 2.2.2. Wie viele verschiedene “Melodien” lassen sich durch Permutation von
5 Tonen bilden, wenn Wiederholung erlaubt ist?
Losung: Es gibt 5 Elemente, daher

Ps=5"=3125.1

Der allgemeine Permutationsfall ist derjenige, in dem die Elemente be-
schriinkt wiederholbar sind, d.h., an bestimmten Stellen diirfen nur bestimmte
Elemente stehen. Hat man 3 Buchstaben A, B, C und bildet aus ihnen Worter so,
daB man an der ersten Stelle die beiden “Konsonanten” zul4Bt, an der zweiten
Stelle nur den “Vokal” und an der dritten Stelle wiederum nur die beiden
“Konsonanten”, so erhiilt man insgesamt

2 X 1 X 2 = 4
erste Zweite dritte
Stelle Stelle Stelle

Worter. Allgemein formuliert ist die Anzahl der Permutationen von n Elementen
mit beschrinkter Wiederholung, bei denen an der ersten Stelle k; Elemente, an
der zweiten Stelle k, Elemente usw. bis zu der n-ten Stelle, wo k, Elemente stehen
diirfen, gleich
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n
P,k kg oo ) =ky - kyo o Ry =T1K; . 2:3)

i=1

Hier ist k; die Anzahl der Elemente, die an der i-ten Stelle stehen diirfen, und
IT bezeichnet das Produkt dieser Zahlen.

Beispiel 2.2.3. Aus den Buchstaben des Wortes HUND soll man Worter derselben
phonologischen Struktur KVKK bilden. Wie viele Moglichkeiten gibt es,

(a) wenn die Buchstaben nicht wiederholt werden diirfen,

(b) wenn die Wiederholung der Buchstaben erlaubt ist?

Losung: (a) Ohne Wiederholung ergibt sich

3X1x2x1=6
(b) Mit Wiederholung ergibt sich
3x1x3x3=27.1

Offensichtlich sind P, und P’, nur Spezialfille der Formel (2.5). Bei P, ist
ky=n, k;=n—1, k3 =n—2 usw. bis k, = 1, oder allgemein k;=n—i+ 1, und
bei P/ istky=ky=...=k,=n.

Eine weitere Verallgemeinerung fiihrt zu der Multiplikationsregel, bei der die
Anzahl der Elemente nur stellenweise bestimmt ist: Man bildet aus n Elementen
Reihenfolgen, die aus r Stellen bestehen. An die erste Stelle stellt man k;
Elemente, von denen jedes von k, Elementen gefolgt wird, diese wiederum
einzeln k3 Nachfolger haben usw. bis zu der letzten Stelle, wo hinter jedem von
k,_ Elementen k, Elemente stehen diirfen. So ist die Anzahl aller Reihenfolgen
dieser Art

.
M,k kyy o )=k koo k=TI (2.6)

i=1

Beispiel 2.2.4. Eine Sprache hat 20 Konsonanten (K) und 5 Vokale (V). Wie viele
Morpheme des Typs KVKV kann man aus diesem Inventar bilden?
Losung: An der ersten und der dritten Stelle diirfen nur Konsonanten, an der
zweiten und der vierten nur Vokale stehen, daher
20X 5 x20x5=10000. ®

Beispiel 2.2.5. Wie viele Sitze mit der Wortstellung ASV oder VAS lassen sich mit 4

Substantiven (S), 2 Adjektiven (A) und 11 Verben (V) bilden?
Losung: Im ersten Satztyp hat man

33



2x4x11=88
und im zweiten

11x2x4=88
also insgesamt 88 + 88 = 176 Moglichkeiten. M

Ubung 2.2.1. Wie viele Worter kann man aus den Phonemen des Wortes GUT
durch Umstellung bilden, wenn auch Wiederholungen erlaubt sind?

Ubung 2.2.2. Wieviel ist P’7?

Ubung 2.2.3. Wie viele Worter derselben Linge kann man aus den Buchstaben des
Wortes SEMANTIK bilden, wenn man die Buchstaben wiederholen darf?

Ubung 2.2.4. Wie viele Sitze des Typs TC (T = Topic, C = Comment) kann man
bilden, wenn man als T 10 Worter und als C 4 Worter zur Verfiigung hat?

Ubung 2.2.5. Wie viele Morpheme des Typs KVK lassen sich aus einem Inventar
von 20 Konsonanten und 4 Vokalen bilden, wenn in der Endposition nur 7 Konsonanten
vorkommen diirfen?

2.3. Permutation von Elementen, die nicht alle unterschiedlich
sind

Untersuchen wir nun die Permutation der Symbole A, B, C, C, C. Wiren alle
drei C unterschiedlich, z.B. als C;, C,, C; bezeichnet, so bekéimen wir nach (2.2)
Ps=35! Da sie aber gleich sind, verringert sich die Zahl der Permutationen.
Jedesmal, wenn man die Position von A und B fixiert, z.B.

CABCC,

kann man die drei C untereinander auf 3! Weisen umstellen, ohne daB die
Permutation ihre Identitit verliert. Mit C;, C,, C5 hitten wir statt CABCC die
Permutationen

CiABC,C;

C,ABC;C,

C,ABC, G,

C,ABC;C

C;ABC, G,

C3;ABC,Cy

d.h. 3!-mal mehr. Bei Nichtunterscheidung von drei C erhalten wir also um
3!-mal weniger Permutationen, in unserem Fall demnach
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P5 5'
3131

Hitten wir sechs Symbole A, B, B, C, C, C, so miiiten wir die Gesamtzahl
der Permutationen, Pg = 6!, dividieren durch die Anzahl méglicher Vertauschun-
gen der beiden B untereinander (unabhingig von der Position aller iibrigen) und
durch die Anzahl mdglicher Vertauschungen der drei C untereinander (ebenfalls
unabhingig von der Position der iibrigen), also durch 2! und durch 3!. Als
Ergebnis bekommen wir

Pg 6!
20312131 60 Permutatlonen
Allgemein sei n die Anzahl der Elemente, von denen k; von einer Sorte, k;
von der zweiten Sorte, ..., k, von der r-ten Sorte sind, und ky + k, + ... + k, =n.
Bezeichnen wir die Anzahl der Permutationen dieser k;, ky, ..., k, Elemente als

Pk trkee ok oo erhalten wir auf Grund des obengesagten

P |
1ok n = B 2.7
P ikl . k! k... k! @)

Diese Ausdriicke heiBen Multinomialkoeffizienten (vgl. 2.9).

Beispiel 2.3.1. Wie viele Worter lassen sich durch die Permutierung der Buchstaben
des Wortes BUTTER bilden?
Losung: Anzahl von B: kp=1
Anzahl von U: k=1
Anzahl von T: ky=2
Anzahl von E: kg =1
Anzahl von R: kp=1
Anzahl aller Buchstaben : n =6,
daher nach (2.7)

L1,2,1,1_ 6! _6_
Pe =T - =360 ™
Beispiel 2.3.2. Wie viele Worter lassen sich durch Permutierung des Wortes ER-
KENNTNIS bilden?
Liisung: n= 10, kE= 2, kN= 3, kR = kK= kT= k1= ks= 1,
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3,1,1,1,1,1 10! 3628800
""" = = = . W
P T 302400
Wenn in (2.7) alle ky =ky = ... =k, =1, d.h. wenn alle Elemente nur einmal

vorhanden sind, so wird (2.7) gleich der Formel (2.2), die wieder ein Spezialfall
dieser Formel ist.

Ubung 2.3.1. Wie viele Permutationen eines Satzes DET N V N DET N wiiren
bei absolut freier Wortstellung méglich?

Ubung 2.3.2. Wie viele Worter kann man durch Umstellung der Buchstaben von
MESSE bilden?

Ubung 2.3.3. Wie viele Worter in 2.3.2 enden

(a) mit M,

(b) mit E,

(c) entweder mit M oder mit E? (Stellen Sie M bzw. E an die letzte Stelle und
berechnen Sie dann (2.7) aus dem Rest).

Ubung 2.3.4. Wie viele Worter kann man durch Umstellung der Buchstaben des
Wortes POPOCATEPETL bilden?

Ubung 2.3.5. Wie viele strukturelle Morphemtypen, bestehend aus 5 Phonemen,
lassen sich aus 3 Konsonanten (K) und 2 Vokalen (V) bilden? (Struktureller Typ ist
z.B. KVKVK, VKKVK, usw.)

2.4. Variation ohne Wiederholung

Nehmen wir an, da wir alle Buchstaben des Alphabets zur Verfiigung haben.
Aus diesem Inventar wihlen wir immer 3 Buchstaben aus, die wir noch permu-
tieren. So bekommen wir Buchstabenfolgen wie

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA,
ABD, ADB, BAD, BDA, DAB, DBA,
ABE, AEB, BAE, BEA, EAB, EBA,
ACD, ADC, CAD, CDA, DAC, DCA,

BDE, BED, DBE, DEB, EBD, EISB,
BDF, BFD, DBE DFB, FBD, FDB,

XYZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX.
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Solche Reihenfolgen von n Elementen, jeweils k gleichzeitig genommen und
permutiert, nennen wir Variationen. Ihre Anzahl 148t sich mit derselben Uberle-
gung berechnen wie die Anzahl der Permutationen:

Aus n Buchstaben kann man an die erste Stelle » setzen, an die zweite Stelle

nur n—1, an die dritte Stelle nur n —2 usw. bis zur k-ten Stelle, wo nur
n — k + 1 Buchstaben stehen kénnen, d.h.

nn-1)(n-2)...(n—-k+1) (2.8)
was man auch als
n-1+1)(n-2+)(n-3+1)...n=-k+1)

schreiben kann. Diesen Ausdruck werden wir als ng, bezeichnen. Um eine

handliche Formel fiir die Berechnung der Anzahl der Variationen zu finden,
multiplizieren wir (2.8) mit dem Ausdruck

(n—K)!
(n—-K)!

wodurch sich (2.8) nicht dndert. Wir bekommen aber

nn=Dn-2)...n—k+D(n=k! __ n
(n—k)! T (n-k)!

auf Grund der Beziehung (2.3). Daher ist die Anzahl der Variationen von n
Elementen jeweils k genommen (als Variationen k-ter Ordnung bezeichnet)
gleich

n!
Vel 2.9

Beispiel 2.4.1. Eine Sprache hat 20 Phoneme. Wie viele geordnete Phonempaare
lassen sich bilden, wenn gleiche Phoneme nicht nebeneinander stehen kénnen?
Losung: Wir bilden alle Variationen 2-ter Ordnung aus 20 Elementen, d.h.
n=20
k= 2
und bekommen nach (2.8)
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V2, =20 (19) = 380

oder nach (2.9)

Beispiel 2.4.2. Auf wie viele Weisen konnen eine kurze und eine lange Pause in einem
Satz von 6 Wortern zwischen den Wortern plaziert werden?

Ldsung: Zwischen 6 Wortern liegen insgesamt 5 Zwischenrdume. Aus diesen 5
wihlt man immer 2 Positionen, auf die man die Pausen plaziert, und permutiert sie,
weil die kurze Pause vor der langen und umgekehrt stehen kann. Daher

5! 5!

2 !
V5='(5_—2)!=§=5(4)=20. m

Beispiel 2.4.3. In einer Sprache mit 15 Konsonanten fangen alle dreigliedrigen Kon-
sonantenverbindungen (Cluster) mit einem /s/ an, und die Konsonanten werden in den
Cluster nicht wiederholt. Wie viele Cluster dieser Art kann man bilden?
Losung: Wenn /s/ an der ersten Stelle steht, kann man die restlichen 2 Stellen aus
den restlichen 14 Konsonanten auf
2 141

V14='1—2—!= 182

Weisen besetzen, daher gibt es in der Sprache 182 (mdgliche) Cluster, B

Man kann leicht einsehen, daB die Permutation nur ein Spezialfall der
Variation ist; denn ist k = n, so bekommt man

Vi=n(n-1)(n-2)..3Q)1=n!=P, (2.10)

Aus dieser Beziehung folgt noch eine wichtige Tatsache. Wenn ndmlich nach
(2.10) und (2.9)

__n!
" (n—n)!

Vi=n!
dann folgt aus der Beziehung auf der rechten Seite, da8

n!
—ny ==
(n—-n)! al
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oder daB8

ol=1. 2.11)

Ubung 2.4.1. Berechnen Sie V;.

Ubung 2.4.2. Das Alphabet einer Sprache enthilt 25 Buchstaben. Jedes Autoschild
(ohne Zahlen) enthilt 3 Buchstaben, die nicht wiederholt werden diirfen. Wie viele
Autoschilder kann man (ohne Riicksicht auf die Zahlen) bilden?

Ubung 2.4.3. Eine Sprache hat 22 Konsonanten und kann insgesamt 9200 drei-
gliedrige Konsonantenverbindungen (K1K2K3) ohne Wiederholung der Konsonanten
bilden. Sind das alle moglichen dreigliedrigen Konsonantenverbindungen?

Ubung 2.4.4. Zeigen Sie, daB 2 - P$> = V& [Schreiben Sie in Fakultiiten aus.]

2.5. Variation mit Wiederholung

Wenn wir n Elemente haben und aus ihnen Variationen k-ter Ordnung bilden,
jedoch so, daB sich die gewihlten Elemente in jeder der k Positionen auch
wiederholen diirfen, dann konnen an jeder der k Stellen n Elemente stehen, d.h.

n X n X ... X n = uf
erste zweite k-te
Stelle Stelle Stelle

Die Anzahl der Variationen k-ter Ordnung aus n Elementen mit Wiederholung
ist also

V=gt (2.12)

Beispiel 2.5.1. Wie vicle zweigliedrige Konsonantenverbindungen (Cluster) kann man
aus 20 Konsonanten bilden?

Lidsung: Da auch Cluster wie /pp/, /bb/ usw. zugelassen sind, kénnen an der ersten
Stelle des Clusters alle 20 Konsonanten stehen, an der zweiten Stelle auch alle 20,
insgesamt also

V25 =20% =20 (20) = 400. m

Beispiel 2.5.2. Wie viele Variationen zweiter Ordnung mit Wiederholung kann man
aus den Buchstaben des Wortes FENSTER bilden?
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Liésung: Das Wort enthiilt 7 Buchstaben, zwei sind aber gleich, so daB man nur 6
unterschiedliche Buchstaben hat. Aus 6 Buchstaben lassen sich genau

V2=62=36
Variationen bilden.l

Beispiel 2.5.3. Die Aufeinanderfolge von Wortarten soll fiir eine gegebene Sprache
untersucht werden. Die verwendete Grammatik gibt 10 Wortarten vor. Wie viele
verschiedene Ketten der Linge 3 sind grundsiitzlich méglich, wenn

(a) Wortarten wiederholt vorkommen diirfen?

(b) nur Ketten betrachtet werden, deren erstes Element die Wortart A ist?

(c) nur Ketten mit A an erster Stelle betrachtet werden und Wiederholung nicht
erlaubt ist?

Losung: (a) Aus 10 Elementen bildet man Variationen 3-ter Ordnung mit Wieder-
holung auf

V3= 10° = 1000 Weisen.

(b) Steht A immer an der ersten Stelle, und ist die Wiederholung mdglich, dann
kann man die zwei restlichen Stellen auf

V2,=102=100

Weisen besetzen.
(¢) Wenn Wiederholung nicht erlaubt ist und an der ersten Stelle steht A, so kann
man die restlichen Stellen nur mit den restlichen 9 Buchstaben besetzen, und zwar auf

!
%= % =72 Weisen. ®

Ubung 2.5.1. Berechnen Sie V ’3.
Ubung 2.5.2. Eine Sprache besitzt 26 Konsonanten. Alle Radikale bestehen aus
drei Konsonanten. Wie viele Radikale sind in dieser Sprache moglich, wenn Konso-

nantenwiederholung erlaubt ist?
Ubung 2.5.3. Wie viele Radikale enden mit /K/?

2.6. Kombination ohne Wiederholung

Bei den Permutationen und Variationen spielte die Reihenfolge der Elemente
eine Rolle. Zwei Reihenfolgen wie ABC und BAC zihlten als zwei verschiedene
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Permutationen. Wenn es uns jedoch nur darum geht, aus n Elementén einige ohne
Rilcksicht auf ihre Reihenfolge zu wihlen, dann betrachten wir alle Folgen wie
ABC, ACB, BAC,BCA, CAB, CBA als identisch, als eine einzige Einheit. Diese
Einheit wird als Kombination der 3 Elemente A, B, C bezeichnet. Bei den
Kombinationen geht es also lediglich um die Verschiedenheit und nicht um die
Reihenfolge der Elemente.

Nehmen wir beispielsweise 4 Elemente, A, B, C, D (n = 4) und bilden aus
ihnen alle Kombinationen und Variationen von 3 Elementen (¢ = 3). Die
Kombinationen sind die Zusammenstellungen von jeweils 3 Buchstaben, d.h.

ABC
ABD
ACD
BCD.

Variationen entstehen, indem jede Zusammenstellung k!-mal permutiert wird,
z.B. entstehen aus ABC dann noch 3! Variationen, und zwar

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

und #hnlich auch aus den restlichen Kombinationen. Bezeichnen wir Ck,, als die

Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung (d.h. jeweils k), von n Elementen, so
erhalten wir die gezeigte Beziehung

CE (k) =V}

woraus leicht zu berechnen ist, da8

Vo nl n 2.13

Der Ausdruck (ZJ (lies “n iiber k') heiBt Binomialkoeffizient, und es ist leicht
einzusehen, dafl
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ey e

(n)= 0, wenn k> n oder k < 0. (2.15)

Wir definieren noch

k

Beispiel 2.6.1. Ein Dichter stellte sich ein Verzeichnis von 20 Wortern auf und nahm
sich vor, in jedem Vers 3 davon zu benutzen.

(a) Wie viele Wahlméglichkeiten hatte er fiir den ersten Vers?

(b) Wie viele Wahlmgglichkeiten hatte er filr den zweiten Vers, wenn er die im
ersten Vers gewihlten Worter nicht mehr anwenden wollte?

Losung: (a) Aus 20 Woértern kann man 3 auf

_(20)__ 20t _20(19)18 _
6%0‘(3}3!(20—3)1‘ 3

Weisen wihlen.
(b) Wenn die erstgewihlten Worter nicht mehr verwendet werden diirfen, dann
kann der Dichter nur noch aus 17 Wortern 3 wihlen, und zwar auf

_17\_ 17t 17 (16)15 _
C?7_(3)"3! 14! 3(2) i

Weisen, B

Beispiel 2.6.2. Aus 8 Personen sollte eine Kommission von 4 Mitgliedern gewihlt
werden.

(a) Wie viele Moglichkeiten gibt es insgesamt?

(b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, daB zwei bestimmte Personen A und B
gemeinsam in der Kommission sitzen

(c) Wie viele Méglichkeiten gibt es, wenn eine bestimmte Person A immer Mitglied
der Kommission sein muB?

(d) Wie viele Kommissionen gibt es, in denen Person C sitzt, die Person D aber
nicht?

Losung: (a) Die Anzahl aller Moglichkeiten ist

(b) Wenn A und B in der Kommission sitzen, kann kénnen die restlichen 2 Stellen
aus den restlichen 6 Personen auf
6!

G=3ra=15
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Weisen gewihlt werden.
(c) Wenn die Person A immer gewihlt werden muB, so konnen die restlichen 3
Plitze aus 7 Personen auf

71
Cr=3147 =3

Weisen besetzt werden.

(d) Wenn Person C in der Kommission sitzt, dann sind nur noch 3 Plétze in der
Kommission frei, die jedoch nur von 6 Personen besetzt werden konnen, da D nicht
gewihlt werden darf, um nicht mit C zusammen in der Kommission zu sitzen.

Daher ist die mégliche Anzahl solcher Kommissionen gleich

6!
C‘g=ﬁ=20,l

Ubung 2.6.1. Wieviel ist C%, C2, C3?

Ubung 2.6.2. Im Beispiel 2.6.1 (b), wenn die einmal benutzten Worter nicht mehr
verwendet werden diirfen, wie ist der Unterschied zwischen der Wahlanzahl im dritten
und im vierten Vers? .

Ubung 2.6.3. Eine Sprache hat 10 “Wortarten”.

(a) Auf wie viele Weisen kann man AuBerungen von 4 Wortern bilden, wenn jede
Wortart nur einmal in der AuBerung erscheinen darf und die Wortstellung fest ist?

(b) Wie viele AuBerungen von 4 Wortern kann man bilden, wenn in jeder AuBerung
ein Nomen und ein Verbum stehen mu8, jede Wortart nur einmal im Satz erscheinen
darf und die Wortstellung frei ist?

2.7. Kombination mit Wiederholung

Bei den Kombinationen in 2.6 war die Anordnung der Elemente ohne Belang,
nur ihr Zusammenfinden war wichtig, d.h. ABC und BCA waren eine einzige
Einheit, aber die Elemente durften nicht wiederholt werden. Stellen wir uns vor,
daB sich jetzt jedes Element auch noch wiederholen darf. So hitten wir als
Kombinationen zweiter Ordnung (= jeweils 2) von 4 Elementen A, B, C, D mit
Wiederholung folgender Reihenfolgen

AA BB CC DD

AB BC CD

AC BD

AD

. 4 . .
deren Anzahl 10 ist, wihrend ohne Wiederholung nur zjl:ﬁ mdglich sind. Um
die Zahl der Kombinationen mit Wiederholung zu beréchnen, stellen wir uns 4
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Umen vor, in die wir 2 Kugeln werfen. Die Urnen bezeichnen wir mit A, B, C,
D. Wirft man beide Kugeln in die Urne A, so bekommt man die Folge AA, wirft
man eine Kugel in die Urne B, die andere in die Ume D, so erhilt man die Folge
BD usw. Wir zeichnen die Urnen nebeneinander in Form von Strichen und die
Kugeln als Punkte, z.B.

| e | e

A B C D

was die Kombination BD darstellt, oder

A B C D

was die Kombination CC darstellt usw.

Wenn wir nun n Urmnen haben, so werden sie als n + 1 Striche dargestellt, in
unserem Falle 4 Urnen mit 5 Strichen. Wenn wir die Kugeln in einzelne Urnen
werfen, so bilden wir eigentlich Permutationen von Kugeln und Strichen. Die

Anzahl der Striche, die mit Kugeln permutiert werden dtirfen, ist n — 1, weil aus
n+ 1 Strichen 2 an den AuBenseiten fixiert sind und nicht permutiert werden
diirfen, sonst wiirde eine Kugel auBerhalb der Umnen liegen. Ist die Anzahl der
Kugeln k, so haben wir die Permutationen von n — 1 + k Elementen zu bilden,
von denen n — 1 von einer Sorte (Striche) und k von der anderen Sorte (Punkte)
sind. Nach der Formel (2.7) ist die Anzahl gleich

n—l,k_(n+k—1)!_ n+k—-1 _ vk 2.16
Pn-1 =1 —( p ]—C’,,. (2.16)
Selbstverstindlich ist nach (2.14)
n+k-1\_(n+k-1
k | n-1

Beispiel 2.7.1. Im obigen Fall haben wir 2 Kugeln (k = 2) in 4 Urnen (n = 4) geworfen.
Die Anzahl der unterschiedlichen Mdglichkeiten, 2 Kugeln in 4 Urnen zu werfen, ist

nach (2.16) gleich
2_(4+2-1)_(5)\_

Daher ist die Anzahl der Kombinationen von 4 Elementen zweiter drdnung mit
Wiederholung gleich 10, Die einzelnen Fille haben wir oben mit den Buchstaben A,
B, C, D ausgeziihlt,

Beispiel 2.7.2. Wie viele Kombinationen zweiter Ordnung von 6 Buchstaben lassen
sich bilden, wenn Wiederholung erlaubt ist?

Lésung: C%= (6+§' 1]=(;)= 21.m

Man sieht, daB es sich hier, genauso wie bei den einfachen Kombinationen,
um eine Wahl handelt, wobei man aus einer Menge von n Elementen k wiihlt,
jedes der n Elemente aber beliebig oft vorhanden ist. Es ist daher méglich, da8
n kleiner als k ist, was bei den einfachen Kombinationen nicht der Fall ist.

Beispiel 2.7.3. (a) Wir betrachten Wortpaare einer Sprache, die 5 Kasus aufweist. Wie
viele Kasuskonfigurationen gibt es?
(b) Wie viele Genuskonfigurationen mit 5 Wortern gibt es, wenn 2 Genera unter-

schieden werden?
Losung: (a) Jeder Kasus kann mit jedem anderen zusammen vorkommen, und
beide Worter konnen denselben Kasus haben. Daher sind es Kombinationen mit

Wiederholung, und zwar
2_(5+2-1)_(6)_

(b) Hierist n =2, k=5, daher

e

Diese 6 Fille kann man auch leicht aufzihlen, némlich entweder haben alle 5 Worter
das gleiche Genus; oder 4 haben eines und 1 das andere Genus; oder 3 haben das eine
und zwei das andere Genus usw. bis zu keinem Wort des ersten und 5 Wortern des
anderen Genus, insgesamt 6, wobei die Reihenfolge belanglos ist. B

Ubung 2.7.1. Berechnen Sie C” 3, 4.

Ubung 2.7.2. Auf wie viele Weisen konnen 3 Briefe in 5 Postkésten geworfen
werden?

Ubung 2.7.3. Stil wird oft als die Auswahl von Ausdriicken aus mehreren Mog-
lichkeiten betrachtet. Ein Dichter teilte die Ausdriicke der Sprache in drei Kategorien
und wollte in jeder Strophe seiner Gedichte 6 Ausdriicke kombiniert verwenden. Wie
viele Strophen kann er schreiben, ohne daB sich die Kombination der drei Kategorien
wiederholt?
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2.8. Die Binomialkoeffizienten

Dem Leser ist sicherlich noch aus der Schule bekannt, da3

(b+a)’=a*+2ab+b°
(b+a)’=a’+3a* +3ab’+ b
(b+a)*=a*+4a’b + 6a°* + 4ab® + b*

usw. Es interessiert uns, wie dieser Ausdruck allgemein aussieht, wenn der
Exponent n ist (n € N).

Man sieht, daB die Exponenten von a schrittweise abnehmen, die Exponenten
von b zunehmen und die Summe der Exponenten von a und b immer # ist. Z.B.
bei n =3 haben wir oben

a3, azbl, albz, b3,
so daB man schreiben kann
avk

Die Frage ist nur, wie man die Koeffizienten bei diesen Ausdriicken bestimmt.
Wir erlédutern das an einem konkreten Beispiel, wenn n = 4 ist. Es ist

b+a)=(b+a) (b+a) (b+a) (b+a)
Wir wissen, daB wir als Glieder der Entwicklung dieses Binoms
a4, a3b, a2b2, ab3, b*

bekommen. Den Koeffizienten bei z.B. a°b berechnen wir so, daB wir ein b in
einer Klammer fixieren und es mit den 3 as in den Klammern multiplizieren.

Das eine b kénnen wir aus 4 Klammern wihlen, und zwarnach 2.6 auf ‘]‘ Weisen,
denn das ist die Anzahl der Wahlmiglichkeiten fiir | Element aus 4. Daher ist
der Koeffizient bei a’b gleich ‘]‘ = ; = 4. Der Koeffizient bei a’b* berechnet

sich so, daB man 2 bs in 2 Klammerm Tfixiert und mit den as in den restlichen 2
Klammem multipliziert. Das darf man aber fiir alle Wahlen von 2 bs tun. Man
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kann nun 2 bs aus 4 genau auf (‘2’;) Weisen wihlen, daher ist der Koeffizient bei
a’b? gleich FJ =6.

Daraustolgtallgemein,daB der Koeffizient bei

akb’l -k

e

ist. Aus dieser Tatsache leitet sich auch der Name “Binomialkoeffizient” ab.
Allgemein kann man also die Entwicklung des Binoms schreiben

(b+a)"=(8)aob"+['ll)alb""1 +... +(Z)akb"_k+ +(:)a"bo=

2.17)

gleich

n
—_ nY kyn-k
-2@%b .
k=0

Beispiel 2.8.1. Wir iiberzeugen uns, ob die Formel (2.17) fiir (b + a)3 stimmt,
Losung: (b + a)3 = (SJ &b + Gjalb2 + (g] a?b! + @) a’p°

=b*+3ab’+3a’b +a’.
Ordnet man die einzelnen Glieder nach dem abnehmenden Exponenten von a, so
bekommt man die bekannte Formel. ®

Beispiel 2.8.2. Wie ist der Koeffizient bei a°b??
Lésung: Esistn=9+2=11und k=9 (oder 2), daher

11\ _(11)_
B )
und derselbe Koeffizient ist auch bei a%b°. B

Die Binomialkoeffizienten sind in Tabelle A2 des Anhangs angefiihrt. Es
lassen sich fiir sie viele Beziehungen beweisen (vgl. Netto 1927), wir werden
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Tabelle 2.1. Pascalsches Dreieck

0 1 1 1 1 i 1

1 1 2 3 4 5

2 1 3 6—— 10 15 21

3 1 4 10~ 20 35 56

4 1 57 15 35 70 126

5 1- 6 21 56 126 252
1 2 3 4 5 6

nur einige veranschaulichen. Tabelle 2.1 ist bekannt unter dem Namen Pascal-
sches Dreieck. Das urspriingliche Dreieck erhélt man so, da man die Tabelle
auf ihre rechte untere Ecke stellt. Die Zahlen in der Tabelle bekommt man so,
daB man in die O-te Zeile lauter Einsen einschreibt, und in den weiteren Zeilen
enthilt jede Zelle eine Zahl, die die Summe aller Zahlen in der dariiberliegenden
Zeile darstellt, wenn man sie von links bis einschlieBlich zu der gegebenen Zelle
summiert. Beispielsweise ist in der dritten Zeile 1 + 4 + 10 + 20 = 35, das eben

unter 20 steht. Sucht man (7|, d.h. die Zahl der Kombinationen ohne Wiederho-
lung, dann bestimmt man n’und k auf der linken Seite der Tabelle, und zwar ist
k die kleinere Zahl (hoher liegende Zeile), n die groBere (niedriger liegende
Zeile). Man findet ’Qso, daB man von k waagerecht in die Tabelle und bei n von
der 1 in der ersten Spalte diagonal von links nach rechts hinauf in die Tabelle
eine Gerade zieht und die Zelle aufsucht, wo sie sich kreuzen.

5

Beispiel 2.8.2. Finden Sie [2 .

Lésung: k=2 (Zeile 2), n =5, d.h.

L

n=

Liest man jedoch die Zahlen an der Kreuzung einer Zeile und einer Spalte ab,
so bekommt man die Anzahl der Kombinationen von # Elementen (Spalte) k-ter
Ordnung (Zeile) mit Wiederholung.

Beispiel 2.8.3. Wir suchenC’2.
Losung: An der Kreuzung von Zeile 2 und Spalte 4 finden wir
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Einige leichtere Identititen folgen in den Beispielen, Ubungen und Aufgaben.
Beispiel 2.8.4. Beweisen Sie die Identitit
n=d) -1} fn 2.18
[+ 6HE) -

Losung: Man kann die Identitit leicht beweisen, indem man die Ausdriicke auf der
linken Seite in Fakultiiten ausschreibt, nimlich

n—1+n—1_ (n—1)! N n-1)!
k k=1 KH-k=1)! (k=1 (n-k)!

(=B m-D!+k@-1)!
- k!l (n—k)!

(=D (n—k+k
T K (n-k)!

_nn-1!
Tkl (n—k)!

__nl  _(n
Tk (n-k)! ‘(k] -

In Tabelle 2.1 sieht man direkt, daB jede Zahl die Summe der Zahl iiber ihr und
links von ihr ist, was die obere Identitiit ausdriickt.

Beispiel 2.8.5. Beweisen Sie, daB

y [‘;]= 2" ist! (2.19)
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Loésung: Setzt man in
n

3 (Zjakb"_k=(b+a)”
k=0
beide Zahlen b = a =1, so wird

n

2@= A+1)"=2"m

k=0

Ubung 2.8.1. Wie ist der Koeffizient bei a®p*
Ubung 2.8.2. Entwickeln Sie vollstindig (b + a.
Ubung 2.8.3. Beweisen Sie, daB

PR (;)=o. (2.20)
k=0

[Setzen Siein (b +a)"b=1unda=-1]

2.9. Die Multinomialkoeffizienten

In 2.6 haben wir festgestellt, daB man aus n Elementen k auf |} | Weisen wihlen

kann, und wir bezeichneten diese Zahlen als Binomialkoeffizienten. Dasselbe
Resultat erhalten wir, wenn wir fragen, auf wie viele Weisen man n Elemente in
zwei Gruppen aufteilen kann, wenn die erste k und die zweite n — k Elemente
enthalten soll. Denn fiir die erste Gruppe wihlen wir aus » Elementen k auf ‘;
Weisen und aus dem Rest, nimlich n — k Elementen “wihlen” wir die zweite

Gruppe auf (: B ,’:J Weisen, also insgesamt

(o))

Diese Prozedur 148t sich auch fiir mehrere Gruppen durchfiihren. Will man n
Elemente in 3 Gruppen aufteilen, von denen die erste k;, die zweite k; und die

dritte k3 = n — k; — k, Elemente enthilt, dann wéhlt man fiir

n

«die erste Gruppe k1 Elemente aus n auf (kl)Weisen
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e die zweite Gruppe k2 Elemente aus n — k; auf [n ; li Weisen und
2
edie dritte Gruppe k3 Elemente aus n — ki — k2 auf [n o i‘ B sz Weisen,
3

was insgesamt

oy

Moglichkeiten ergibt. Allgemein ergibt die Aufteilung von n Elementen in r
Gruppen, wobei die erste k; Elemente hat, die zweite k, Elemente, ..., die r-te k,
Elemente, und wobei k; + k + ... + k,_1 + k.= n, insgesamt also

n n—kl n—kl—k2 n—kl—kz"...— r—11\_
ki || ky ks k, -

_ n! _m=R) =k = ko)! .
Tkln—k)! k! (i—k—k)! k3! (n—k —ky—k3)!

B T T )
Ukl (—k =Ky ... —kp_1 —k,)!

= _n! _ pkiky ek,
AT IR (2.72)

Maoglichkeiten. Diese Formel haben wir bereits in 2.3 mit einer anderen Uberle-
gung abgeleitet.

Beispiel 2.9.1. In einer Sprache L driicken 12 (eindeutige) Affixe die folgenden
grammatischen Bedeutungen aus: 2 Genera, 4 Numeri und 6 Kasus. Auf wie viele
Weisen konnten die 12 Affixe auf diese drei Kategorien verteilt sein?

Losung: Es gibt n = 12 Elemente und drei Gruppen mit k; =2, k=4, k3 =6, so

daB nach (2.7a)
12)(10)(6)_ 12! _
(2 )[4 J(e)‘ 21416) - 13860 ®
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Genauso, wie wir von der Aufteilung einer Menge in zwei Gruppen durch
Verallgemeinerung zur Aufteilung auf mehrere Gruppen gekommen sind und aus

Cf, dadurch Pf,‘ +k2s vk bekamen, miiBten wir dasselbe Resultat erhalten, wenn
wir statt eines Binoms (b + a)”, in dessen Entwicklung die Koeffizienten C",l

waren, ein Multinom (a + b + ¢ + ... + m)" entwickeln, in dem wir die Multino-

mialkoeffizienten vorfinden kénnen.
Nehmen wir einfachheitshalber nur drei Elemente, d.h. ein Trinom

(¢ + b+ a)" und betrachten b + a als ein Glied, dann bekommen wir
(c+b+a)"=(8](b+a)°c"+()(b+a)1 Il
+. (J(b+a)" " F bt

+ .5 +[:J(b+a)" . 2.21)
Das allgemeine Glied ist hier

(’,:) (b+afc k. (2.22)

In diesem entwickeln wir (b + a)k und bekommen

(b+a)k=(§}ao b+ (’f)al Bl + (’:)a’bk_'+ +(Ilz]ak B,

Hier ist das allgemeine Glied
[k] a bk -r
r

Wir setzen es in (2.22) ein und erhalten

nY n-k(k\ rik- r_ n! k! rik-r n-k
b .
[k)c (r) R k- €

In diesen Ausdruck setzen wir
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t

k—r=
n—-k=

~

so daB wir schlieBlich das allgemeine Glied der Entwicklung in (2.21) in der
Form

n! s t

T abc 2.23)
bekommen. Offensichtlich ist die Summe solcher Ausdriicke eben (a + b + ¢)",
d.h.

n

@+b+o'= Y
r,s5t=0
r+s+¢t=n

abvd, (2.24)

r! s' f'

Beispiel 2.9.2. Entwickeln Sie (a + b + ¢)°.

Lisung: (a+b +c) —3,{3),0, @b’ + olgiol P + 0*0131 a%’>
+2!?im @b+ 2Igr1r AT A
113!21 bl 0!3:11“0”201 0':;'21 ab'c%
1':::1| a'ble’' =

=a® + b +¢ +3a%b + 3a%c + 3ab® + 3ac? +3b%c +
+3bc® + 6abc .M

Der Ausdruck (2.24) 14Bt sich auf 4, 5 oder mehr Elemente erweitern, so da man
allgemein bekommt
n

n !
(@+a+az+...+ay) = 2 m -al'azay...ap. (2.25)
Iy Ty=0
n+..+r,=n
Aus (2.23) ist ersichtlich, daB die Glieder der Entwicklung eines Multinoms aus
einer Kombination mit Wiederholung der Elemente a, b, ¢ und einem dazu
gehorigen Multinomialkoeffizienten bestehen. Das 148t sich anschaulich an

einem Binom, z.B. bei

53



b+ a)’ = a® + 3a%b + 3ab® + b*
zeigen, das aus [a(;a agb a};b bl;b besteht.

Das bedeutef, daB die Anzahl det Glieder der Entwicklung eines Multinoms
durch die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung der Elemente des
Multinoms zur Ordnung des Exponenten gegeben ist.

Beispiel 2.9.3. Wie viele Glieder hat (a + b + ¢)*?
Losung: Die Anzahl der Elemente (g, b, ¢,) ist m = 3, die Ordnung ist n = 2, also
ist die Anzahl der Glieder gleich

C’3;=C'§=(3+§_1)=[;)=6.

Die Glieder sind bekanntlich a2, b2, cz, 2ab, 2ac, 2bc. Bei hsheren Ordnungen ist die
Aufzihlung etwas langwieriger. B

Beispiel 2.9.4. Wie viele Glieder hat (a + b + c)4 , und wie sind die Koeffizienten bei

a3b, abzc. &
Lésung: Hier ist m =3, n =4, also

c"‘_(“: 1) (4)= 15 Glieder.

Die Koeffizienten sind:

1
bei a’b: ——— =4

31110!
co2 4l
bei ab“c: 121 1!—6
.4 4
beict Grorar — 1™

Beispiel 2.9.5. Zeigen Sie, daB bei den Gliedern der Entwicklung eines Multinoms von
m Elementen die Summe der Multinomialkoeffizienten = "/ st 11 ... 1) gleich m" ist.

Lisung: Ersetzt manin (2.25)a=b=...=m=1, so wird
n!
(1+1+...+l)"=m"=2m.l (2.26)
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Ubung 2.9.1. Wie viele Glieder hat (@ + b + cs + d) ?

Ubung 2.9.2. Wie ist der Koeffizient bei a*bc? ?

Ubung 2.9.3. Auf wie viele Weisen kann man 20 Sprachen in 4 glelch groBe
Gruppen einteilen?

Ubung 2.9.4. Auf wie viele Weisen kann man 15 Konsonanten einer Sprache in 3
Gruppen einteilen, wenn in der ersten 10, in der zweiten 3 und in der dritten 2
Konsonanten sein sollen?

Zusammenfassung der Formeln

Permutation ohne Wiederholung P,=n!

Permutation mit Wiederholung P,=n"

Permutation mit beschrinkter Wie- P (kg ky )= ﬁ k:
n\"1, R, n i

derholung i=1

Permutation von Elementen, von de-
nen k; von einer Sorte, k; von einer Pk _ n!
zweiten Sorte, ..., k, von einer r-ten | "
Sorte sind

Variation ohne Wiederholung -

Variation mit Wiederholung vE=pt

Kombination ohne Wiederholung C= (n)

k
Kombination mit Wiederholung Cck= [" + :‘ 1)
,
Mutltiplikationsregel M,(ky, Ky, oo, k) =TT

i=1
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Zusammenhiinge der Formeln

ki'—'n Pkl. o Kr
ek e Mpu(ky, .o, kr) n r=2
/ \ n=n+k-1
vk r=n r=n ki=1 1=k
"1 ki=n ki=n—i+1 ka=n-1
k=n r=n r=1
Pa Ei= & ck

|
- / N\ .

2.1.

2.2,

2.3.
24.

2.5.

2.6.
2.7.
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N ki=/x—i+1 k=< k1=k\

S
O

Pk, «..r kn)

Aufgaben

Berechnen Sie P Pl V3 V2 Ch C% PE>', P22 M(2,3,1),
Pg(6,1,2,6,4,3).

Wie viele Worter lassen sich durch die Umstellung der Buchstaben im Wort
BUCHSTABE bilden?

Zeigen Sie, daB Py Pi* 2= Vil (ky + k=) .

Auf wie viele Weisen kann man einen Lottoschein ausfiillen, wenn man aus 49

Zahlen 6 ankreuzen muB?
Wie viele Morpheme des Typs KVKV kann man bilden, wenn man 14 Konso-

nanten und 5 Vokale hat?

Zeigen Sie, dall CX=k+1ist.

Wie viele vierbuchstabige Worter kann man aus den Buchstaben des Wortes
STEIN bilden, wenn

(a) Wiederholung nicht erlaubt ist,

(b) Wiederholung erlaubt ist?

2.8. Zur L8sung von 5 zusammenhingenden linguistischen Problemen kann man 3
Grammatikmodelle anwenden. Auf wie viele Weisen kann man di¢ Wahl der
Modelle treffen, wenn jedes Modell fiir die Losung jedes Problems geeignet ist
und die Reihenfolge der Anwendung irrelevant ist?

Vk
2.9. Zeigen Sie, daB F: = Ckist.

Kann man aus dieser Beziehung den mnemotechnischen Satz ableiten: “Die
Variation ist die Permutation der Kombination" ?

2.10. Wie viele Symbolketten kann man durch Umstellungvon DET N ADJ N ADV
V ADV V bilden?

2.11. Wie ist der Koeffizient des Gliedes a*b* einer binomischen Entwicklung?

2.12. Auf wie viele Weisen kann man aus 7 Seminaren 4 wihlen?

2.13. Wie viele Glieder hat
@ (g +p)" ®) +q+n%
2.14. Beweisen Sie, da8 C'ﬁ_l +C’ f, -1= C’f, . [Schreiben Sie in Fakultiten aus und

ordnen Sie dann.]
2.15. Betrachten Sie den Namen SCHMIDT.

(a) Wie viele Worter derselben Linge kann man aus seinen Buchstaben durch
Umstellung bilden?

(b) Wie viele Worter davon fangen mitI an?

(c) Wie viele fangen nicht mit I an?

(d) In wie vielen Wortern steht I zwischen Konsonanten, d.h. weder am Anfang
noch am Ende?

(e) Wie viele Worter von 3 Buchstaben kann man aus dem Namen bilden, wenn
Wiederholung nicht erlaubt ist?

(f) Wie viele Worter von 3 Buchstaben kann man bilden, wenn die Anordnung
der Buchstaben irrelevant ist?

(g) In wie vielen Wortern von (f) steht ein I ?

(h) Wenn die Buchstaben wiederholt werden diirfen und ihre Anordnung relevant
ist, wie viele Worter von 3 Buchstaben kann man bilden ?

(i) Wie viele Worter in (h) haben I in der Mitte?

(j) In wie vielen Wortern von (h) ist mindestens ein I ?

(k) Wie viele Dreibuchstabenworter kann man bilden, wenn Wiederholung
erlaubt, die Anordnung aber irrelevant ist?

(1) In wie vielen Wortern von (k) befindet sich genau ein I?

(m) In wie vielen Wortern von (k) befindet sich kein I ?

(n) Wie viele Worter von (k) enthalten mindestens ein I ?

P n-1
2.16. Zeigen Sie, daB F" =II(1- !':-) [ausschreiben und gliedweise dividieren].
n k=0
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2.17. Im Indonesischen gibt es 6 Vokale und 23 Konsonanten, aus denen folgende
Morphemtypen von hochstens 3 Phonemen gebildet werden konnen:

v 6 \A 2 VVK 14
VK 36 VKV 82

KV 36 VKK 7

74 Kvv 32

KVK 39
KKV 9
183

Berechnen Sie, welche Proportion aller Mdglichkeiten fiir die jeweilige Léange
(L, i=1, 2, 3) realisiert wurde. Der Ausnutzungsgrad der Morphem- oder
Worttypenbildung lieBe sich daher durch eine Kurve darstellen (vgl. auch Herdan
1966, 198-201). [Dividieren Sie die beobachtete Zahl der Méglichkeiten fiir die
gegebene Linge Ly, Ly, Lj. Nicht realisierte Typen wie KK, VVV u.a. werden
nicht beriicksichtigt.]

2.18. Uberzeugen Sie sich ohne Beweis, daB aus Tabelle 2.1 folgt

n-1
n k k+1 n-2 n—-1 r
et @3 (7 (R 2
r=k
2.19. Ein Dichter hat 3 Adjektive (A), 2 Substantive (S) und 4 Verben (V) zur

Verfiigung.

(a) Wie viele Verse kann er schreiben, wenn in jedem Vers nur 3 Worter stehen,
in der Reihenfolge ASV?

(b) Wie viele Verse kann er schreiben, wenn in jedem Vers 3 Worter stehen, ein
Wort aus jeder Wortart, wobei die Reihenfolge frei ist?

(¢) In (c) bis (f) werden Adjektive untereinander, Verben untereinander und
Substantive untereinander nicht unterschieden. Wie viele unterschiedliche
Dreiworterverse kann er bilden, wenn die Reihenfolge ohne Belang ist, aber
die Wortarten wiederholt auftreten diirfen?

(d) Wie viele Verse gibt es, wenn er die Wortarten nicht wiederholen darf und die
Anordnung irrelevant ist?

(e) Wie viele Verse gibt es, wenn die Anordnung relevant ist und er die Wortarten
wiederholen darf?

(f) Wie viele Verse gibt es, wenn die Anordnung relevant ist und die Wortarten
nicht wiederholt werden diirfen?

Ve Py Ci
Ci Pg* Py Pg
2.21. Unter welchen Bedingungen gilt:

2.20. Zeigen Sie, daB =1 ist. [Schreiben Sie in Fakultiten aus.]
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@ V=P @ Pt b=y
(®) Vi =Py (@ Pl b=p,.
(© Pl k= v

2.22. Manche Politiker gewohnen sich fiir ihre Reden eine spezielle Verteilung von
Sprechpausen innerhalb der Sitze an. Wie viele Moglichkeiten hat man, in einem
Satz
(a) von 6 Wortern 2 Sprechpausen
(b) von 10 Wortern 3 Sprechpausen zwischen den Wortern zu machen?

2.23. Die Worter einer bestimmten Sprache, die 3 oder mehr Silben lang sind, haben
immer einen Haupt- und einen Nebenakzent.

(a) Auf wie viele Weisen kann man ein 3-silbiges Wort betonen?

(b) Auf wie viele Weisen kann man ein 3-silbiges Wort betonen, wenn die zwei
Akzente nicht nebeneinander stehen diirfen?

(c) Berechnen Sie die Moglichkeiten von (a) und (b) fiir 4-, 5-, 6-, 7-, 8- und
9-silbige Worter und stellen Sie eine allgemeine Formel auf.

2.24. Ein Dichter schreibt Verse, in denen immer 4 schwere, betonte Silben standen.
Vor der ersten schweren Silbe diirfen 0, 1, 2 oder 3 leichte Silben stehen, genauso
hinter der letzten schweren Silbe, und zwischen ihnen miissen 1, 2 oder 3 leichte
Silben stehen. Wie viele metrisch unterschiedliche Verse sind unter diesen
Bedingungen méglich?

2.25.Beweisen Sie, daB V2 + V} = n?ist. [Schreiben Sie in Fakultiiten aus und benutzen
Sie Formel (2.3).]

n
2.26. Beweisen Sie, da 3" k (Z)= n2" 1,

k=0
2,27. Beweisen Sie,da2:4:6-8-... - 2n= 2"n! [Klammern Sie aus jedem Multi-
plikanden 2 aus.]
. . 2n)! . .
2.28.Beweisen Sie,daB1-3-5-7-...-(2n-1)= % [Multiplizieren und dividie-
n

ren Sie mit dem Ausdruck in der Aufgabe 2.27.]
2.29. Folgern Sie aus den Aufgaben 2.27 und 2.28, da8
2:4.6-...-2n _ (2"n)?
1:3-5.-...-@2n-1) (2n)!
n-1
2.30. Beweisen Sie, daB n!=n"T] (1 - %) ist.Vgl. Aufgabe 2.16; multiplizieren und
k=0

dividieren Sie n! mit n".]

n n
2.31. Zeigen Sie, daB (2n)! =2" I (2k—1) II mist. [Vgl. Aufgaben 2.27 und 2.28.]
k=1 m=1
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2
!
M2 ("]

(2”)! -1 k
e

k=0
[Multiplizieren und dividieren Sie die linke Seite mit n2* und ordnen Sie dann;
vgl. Aufgabe 2.16.]

2.32. Beweisen Sie, daB ist.

n
2.33. Beweisen Sie, daB n ] (1 - %) = 1. [Schreiben Sie das Produkt explizit aus.]
k=2

Benutzte und weiterfithrende Literatur: Feller (1962), Harris (1966), Herdan
(1966), Hogben (1956), Mosteller-Rourke-Thomas (1961), Netto (1927), Ney-
man (1950), Whitworth (1965).
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3. Wahrscheinlichkeit

3.1. Definition der Wahrscheinlichkeit

In vielen Bereichen der Wissenschaft und des alltéiglichen Lebens haben wir mit
Ereignissen zu tun, deren Auftreten sich durch keine deterministischen Gesetz-
miBigkeiten genau bestimmen 148t. Man sagt, daB ihr Vorkommen vom Zufall
abhingt, und nennt sie zufillige Ereignisse. Es ist gleichgiiltig, ob die Ereignisse
tatsiichlich zufillig sind, ob sie uns wegen ihrer Unkenntnis als unregelméBig
erscheinen oder ob ihr Verhalten von einer uniibersichtlichen Anzahl von Fak-
toren abhingt, die uns zu einem gegebenen Zeitpunkt nicht alle bekannt sind.
Wir suchen lediglich nach Mitteln, mit denen wir sie beschreiben konnen. Die
natiirliche Sprache kennt eine Fiille solcher Ereignisse, bei denen es sich nur um
Tendenzen handelt, die man lediglich mit dem Apparat der Wahrscheinlichkeits-
rechnung erfassen kann. So stellt alles, was man unter dem Begriff “Sprach-
norm” zusammenfaBt, lediglich eine Menge von Tendenzen dar, die keinem
deterministischen Gesetz folgen. Findet man jedoch eine vollstindig determi-
nierte Erscheinung in der Sprache, z.B. in der Deklination, so kann man sie als
Extremfall einer Tendenz betrachten.

Im weiteren werden wir Ereignisse mit GroBbuchstaben A, B,... bezeichnen
und sie als Punkte im Ereignisraum S auffassen, der sie alle umfafit. Beispiels-
weise bilden die 6 moglichen Ereignisse beim Wurf eines Wiirfels einen Ereig-
nisraum. Die Anzahl dieser Fille bezeichnen wir als N, Ng usw. und die Zahl
aller méglichen Fille (die Zahl der Elemente im ganzen Ereignisraum) als N.

o Ein sicheres Ereignis kommt mit absoluter Sicherheit vor.
«Ein unmogliches Ereignis kann nicht vorkommen.

o Zwei Ereignisse A und B schlieflen sich gegenseitig aus, wenn sie
nicht gleichzeitig eintreten kénnen. Wir nennen sie disjunkt.

e Aquivalent sind zwei Ereignisse, die immer zusammen auftreten.
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o Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A werden wir als P(A)
bezeichnen.

Man kann die Wahrscheinlichkeit als den Grad unserer Kenntnis betrachten
oder als Neigung der Dinge zu einem Zustand, man kann sie entweder klassisch
oder statistisch oder durch Axiome definieren. Wir werden uns nur mit den drei
letzten Moglichkeiten beschiftigen.

Statistisch wird die Wahrscheinlichkeit als Limes der relativen Haufigkeit des
gegebenen Ereignisses definiert, d.h. als

N,
P(A) = lim WA (3.1)
N> e

Diese Definition ist zwar praktisch, st68t aber auf mathematische Schwierigkei-
ten.

Beispiel 3.1.1. (Job 1980) In einer Stichprobe von 1000 georgischen Phonemen

kommt /a/ 166 mal vor, daher betriigt seine relative Haufigkeit
N, _ 166

W = ﬁo‘ =0,16600.

Unter N = 2000 Phonemen ist die relative Hiufigkeit von /a/

N, 331

N 2000 0,16550.
Unter N = 3000 ist sie

N, 4m

N 3000 0,15900.
Unter N = 7000 ist sie

N, 1178

N = 7000 = 0,16829.
Unter N = 13000 ist sic

N, 2064

N = 13000~ 0,15877.

Unter N = 49000 ist sie
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N, 7879
N = 49000 = 0,16080.

Unter N = 50000 ist sie

N, 8051
N = 50000 = 0,16102.

Die relative Hiufigkeit stabilisiert sich allméhlich mit wachsendem Stichprobenum-
fang, und bei hohem N #ndern weitere Erhebungen wenig am Resultat. Zwar ist in
jeder Stichprobe die relative Haufigkeit von /a/ etwas anders, aber der Grenzwert von
Nesyisteine gute Schitzung der wahren Wahrscheinlichkeit, mit der/a/ im Georgischen
vorkommt. M

Klassisch definiert man die Wahrscheinlichkeit einfach als

Pay="2, (3.2)

d.h. als das Verhiltnis der Zahl der giinstigen Fille zur Anzahl aller moglichen
Eille. Diese Definition ist zwar mit verschiedenen Mingeln behaftet, die sich in
konkreten Fillen aufzeigen lassen, sie leistet aber gute Dienste bei der Lsung
vieler Probleme.

Beispiel 3.1.2. In einer Urne befinden sich 20 Lose, davon sind 5 Gewinne und 15

Nieten.
(a) Man zieht ein Los. Wie ist die Wahrscheinlichkeit P(A), daB man einen Gewinn

gezogen hat?
(b) Man zieht 2 Lose. Wie ist die Wahrscheinlichkeit P(A), einen Gewinn und eine

Niete zu ziehen?
Lasung: (a) Es gibt insgesamt N = 20 Moglichkeiten, ein Los zu ziehen; darunter
sind N, = S Fille giinstig. Daher ist
5
PA)= 20 0,25.
(b) Es gibt N= 220 Maoglichkeiten, 2 Lose aus 20 zu ziehen. Dabei existieren i

Maoglichkeiten, aus 5 Gewinnen einen Gewinn zu ziehen, und (lls)Méglichkciten, aus
15 Nieten eine zu wihlen. Daher ist

Ny= G)[lls j, woraus folgt, da3
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Beispiel 3.1.3. Die Buchstaben des Wortes SEMANTIK werden auf separate Zettel
geschrieben, und diese werden in eine Urne geworfen. Man zieht die Zettel nachein-
ander aus der Urne heraus und legt sie in eine Reihe auf den Tisch. Wie ist die
Wahrscheinlichkeit P(A), daB man wieder das urspriingliche Wort bekommt?

Liosung: Man kann die Buchstaben in allen mdglichen Reihenfolgen ziehen. Thre
Anzahl betrigt bekanntlich N = 8!. Es gibt nur eine glinstige Reihenfolge, d.h. Ny =1,
woraus

PA) = folgt

Alternativer Zugang: Sollen die Buchstaben in der richtigen Reihenfolge gezogen
werden, dann ist die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Zug S zu ziehen, Lg: ist S bereits
gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, E zu ziehen, L4 usw. Daher ist

P(A)= l=—m

1
8!’

[

L
3

A=

'y
5

OO[>~
~|—
O\I-—-

Beispiel 3.1.4. Wir gehen von der gleichen Situation wie im vorigen Beispiel aus, legen
aber jetzt nach jedem Zug den gezogenen Zettel zurtick. Wie ist P(A), daB man nach
8 Ziigen die Buchstaben in der Reihenfolge S, E,M, A,N, T, K gczogcn hat?

Lisung: Beim Zuriicklegen ist die Zahl aller Moglichkeiten N = 8%, weil man bei
jedem Zug alle Buchstaben ziehen kann. Es gibt wieder nur einen glinstigen Fall, also
ist

1
PA) =

Beispiel 3.1.5. Von acht Texten werden drei nach dem Zufallsprinzip fiir eine Unter-
suchung ausgewihlt. Wie grof} ist P(A), daB sich der #lteste Text in der Wahl befindet?
Losung: Man kann aus acht Texten Dreiergruppen auf Vg Weisen bilden, daher

N = 8%, Wenn sich der #lteste Text in der Wahl befindet, so kann man aus denrestlichen

7 Texten Zweiergruppen auf V7 Weisen bilden, daher ist N4 = 7¥s;. Daraus ergibt sich

P(4) = —@ =4

Ubung 3.1.1.In einem Zettelkasten beﬁnden sichungeordnet 26 Kaﬂelkarten Man
zieht nun nacheinander die Karten heraus. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, dal man sie
in alphabetischer Reihenfolge oder in umgekehrter alphabetischer Reihenfolge zieht?

64

Ubung 3.1.2. Wie ist die Wahrscheinlichkeit in Ubung 3.1.1, wenn man 26 Ziige
macht und die Karten nach jedem Zug zurticklegt?

Ubung 3.1.3. Die 5 Buchstaben des Wortes MESSE werden gemlscht Wie grof§
ist die Wahrscheinlichkeit, daB man eine Reihenfolge bekommt, in der gleiche Buch-
staben nebeneinander stehen?

Ubung 3.1.4. Vor einem Postamt stehen 5 Postkiisten. 3 Personen werfen jeweils
einen Brief in einen beliebigen Postkasten. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daB alle 3
Briefe in einem Postkasten liegen?

3.2. Axiome der Wahrscheinlichkeit

Beim axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung bedient man sich
einiger Begriffe der Mengenlehre, die wir hier kurz darlegen werden. Mit dem
Buchstaben S werden wir die Allmenge bezeichnen, mit & die leere Menge und
mit A, B beliebige nichtleere Mengen.

Teilmenge: Wenn alle Elemente der Menge A auch zu der Menge B gehoren,

dann ist A eine Teilmenge der Menge B, geschrieben A c B. Offenbar ist jede
Menge eine Teilmenge von sich selbst,d.h.A c A. Die leere Menge ist Teilmenge

jeder Menge.

Agquivalenz: Zwei Mengen A und B sind dann und nur dann 4quivalent, wenn
alle Elemente von A auch Elemente von B sind und umgekehrt, d.h. A = B dann
und nur dann, wenn A ¢ B und B C A.

Vereinigung oder Summe zweier Mengen A und B besteht aus allen Elemen-
ten, die zu A oder B oder zu beiden gehoren. Fiir die Vereinigung der Mengen
gelten das assoziative Gesetz

(AUB)UC=AUBUC)=AUBUC

und das kommutative Gesetz

AUB=BUA.
Weiter ist
Auvud=A
AuS=S 3.3
AUA=A.
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Das Produkt oder der Durchschnitt zweier Mengen A und B, geschrieben AB
oder A N B, besteht aus allen Elementen, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.
Im Bild 3.1 wird das Produkt zweier Mengen dargestellt.

A B

Abb. 3.1

Fiir das Produkt gelten das assoziative Gesetz

(AB)C=A(BC),

das kommutative Gesetz

AB=BA
und das distributive Gesetz

ABuUC)=ABUAC. G4

Weiter gilt

AD=0 3.5)

AS =A

AA=A.

Wenn zwei Mengen A und B keine gemeinsamen Elemente haben, dann sagt
man, daB sie disjunks sind. In dem Fall ist

AB=0

Das Komplement von A beztiglich S, bezeichnet als Aist die Menge, die alle
Elemente von S enthilt, die nicht zu A gehoren. Daher ist
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AUA=S. (3.6)
Weiter gilt, da
2=5
§=0 (3.7)
A=4
AA=0.

Die Differenz zweier Mengen A und B besteht aus den Elementen, die zu A
aber nicht zu B gehtren. Im Bild 3.1 sieht man, da§

A-B = A-AB = AB. (3.8)
Weiter gilt
A-O=A
A— s=g 3.9
S—-A=A.

Weitere Regeln werden wir nach Bedarf einfiihren.

Wir werden S als den Ereignisraum betrachten und A als ein Ereignis in S.
Dem Ereignis A schreiben wir die Zahl P(A) zu, die wir Wahrscheinlichkeits-
funktion nennen und die drei Bedingungen oder Axiomen geniigt, némlich

Axiom I, P(A) 2 0, d.h. P(A) ist eine nichtnegative Zahl.
Axiom II. P(S) = 1. Hier bedeutet S das sichere Ereignis, d.h. daB iiberhaupt

eines der moglichen Ereignisse aus dem Ereignisraum — egal welches
— auftritt.

Axiom III. Sind die Ereignisse A1, A2, ... gegenseitig disjunkt, d.h. A; Aj =
@firi#j, i,j=1,2,...,dann gilt

PAL VAL L)=PAY)+PAY) + ...

Aus den Axiomen folgen verschiedene Sitze, von denen wir einige beweisen
werden.
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1) P@)=0.
Beweis: Nach (3.3) gilt A = A U @. Daraus folgt nach Axiom III, daB

P(A)=PAULD)=PA)+P(J) = PA)-PA)=PJ) = P(Z)=0.1

(2) P(A)=1-P(A).
Beweis: Nach (3.6) giltA U A = Sund daraus folgt nach den Axiomen IITund
I
P(AUA)=P(S) = P(A)+P@A)=1 = PA)=1-PA). W
3) 0<PA)<1.

Beweis: Die linke Ungleichung ist das Axiom I. Aus dem Satz (2) folgt
P(A) =1 — P(A). Es ist aber laut Axiom I auch P(A) 2 0. Daher ist

P(A)=1-PA)<1. W

(4) Wenn B C A, dann P(4) > P(B).

Beweis: Wenn B ¢ A, dannistA =B + AE, wie N
aus dem Bild 3.2 ersichtlich ist, woraus
P(A) = P(B) + P(AB) 2 P(B)
Abb. 3.2.

folgt. W

Beispiel 3.2.1. Von acht Texten eines Autors wihlt man zufillig drei aus. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit P(4), da8 sich sein neuester Text nicht darunter befindet?
Losung: Man kann die Rechnung zuniéchst direkt durchfithren. Es ist ndmlich

N=(§junsz=(;’),

weil man nur aus 7 Texten wiihlt, wenn einer nicht gewihlt werden darf. Daher ist
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w3

]
)

Man kann indirekt vorgehen, indem man zuerst P(A) berechnet. Ist der neueste Text

PA) =

_3
=3

—

in der Wahl, so hat man nur N4 = (;)Méglichkeiten, die anderen zwei Texte zu wihlen,

daher
7
2

PA)=74=3

=3
——

woraus
oy 3 5
PA) = 1-PA) = 1—8 =3
wie oben folgt. B
Beispiel 3.2.2, Aus Abb. 3.1 ist ersichtlich, daB
(AUB)=AB (3.10)

und AB=A U B.

Diese zwei Beziehungen sind bekannt als de Morgans Gesetze und gelten fiir beliebig
viele Mengen, dh. AU BuU C=A B Cusw.

Wir beweisen, daB P(A; UA, U ... UA,) + P(A14,...A,) = 1.

Losung: Nach (3.10) ist P(A; A,...A,) = P(A; UAy U ... UA,), und nach Satz
Q) ist PA; WA U ... UA)+PAIVAU...UA)=1.1

Ubung 3.2.1. Seien A und B zwei beliebige Ereignisse. Driicken Sie formal
folgende Ereignisse aus:

(a) nur A kommt vor;

(b) mindestens eines von beiden kommt vor;

(c) beide kommen vor;

(d) mindestens eines von beiden kommt vor;

(e) nicht beide kommen vor.
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ﬁbung 3.2.2. Eine Urne enthilt weiBe, schwarze und rote Kugeln, Die Wahrschein-
lichkeit, eine weie Kugel zu ziehen, ist 0,17; die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze
zu ziehen, betrigt 0,13. Wie ist die Wahrscheinlichkeit P(A4), eine rote zu ziehen?

I"Jbung 3.2.3. Beweisen Sie, daB AB — ABC = ABC. [Driicken Sie AB — ABC als
Produkt aus; benutzen Sie dann (3.10), (3.4), (3.7) und (3.5).]

3.3. Totale Wahrscheinlichkeit fiir beliebige Ereignisse

Das dritte Axiom der Wahrscheinlichkeit, das man unter dem Namen “Gesetz
der totalen Wahrscheinlichkeit” kennt, besagt, da} die Wahrscheinlichkeit der
Summe gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten ist, wenn die Ereignisse
disjunkt sind, d.h. wenn sie nicht gleichzeitig vorkommen konnen. Sind die
Ereignisse jedoch nicht disjunkt, so muf3 man diesen Umstand in Betracht ziehen.
Fiir zwei nicht disjunkte Ereignisse A und B (vgl. Abb. 3.1) gilt der Ausdruck

(5) P(A UB) = P(A) + P(B) — P(AB). (3.11)

Beweis: Zuniichst schreiben wir rein formal A U B und B als Summe zweier
disjunkter Ereignisse, wie aus Abb. 3.1 ersichtlich ist, ndmlich

AuB:AuZ§
B=ABUAB,

woraus folgt:

P(AUB)=P(4) + P(AB)
P(B) = P(AB) + P(AB) .

Man subtrahiert die zweite Gleichung von der ersten, um P(ZB) zu eliminieren,
und bekommt

P(A U B)-P(B) = P(A)— P(AB),
woraus folgt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) W

70

In Abb. 3.1 ist diese Tatsache direkt zu sehen, denn addiert man P(A) und P(B),
so ist der Teil P(AB) in jedem Summanden erhalten, wird somit zweimal
berechnet und mu3 deswegen einmal subtrahiert werden.

Beispiel 3.3.1. In einer Sprache ergeben sich Proportionen der Worter, die im Anlaut
bzw. im Auslaut einen Vokal haben, folgendermaen

Anlaut\ Auslaut Vokal Nichtvokal )]
Vokal 0,25 0,15 0,40
Nichtvokal 0,40 0,20 0,60
z 0,65 0,35 1,00

Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da ein zufillig dem Worterbuch entnommenes Wort
im Anlaut oder im Auslaut einen Vokal hat?

Losung: Die Tabelle kann man auch folgendermaBen schreiben, wenn A = Vokal
im Anlaut, B = Vokal im Auslaut bedeutet:

B B

A P(AB) P(AB) P(A)

A P(AB) P(A B) P(A)
P(B) P(B) 1

Dann berechnet man P(A U B) nach der obigen Formel. Addiert man P(A) + P(B), so
wird P(AB) zweimal berilicksichtigt und muB darum einmal abgezogen werden. Daher
ist

P(A UB) = P(A)+ P(B)—- P(AB) = 0,40+ 0,65 - 0,25 = 0,80.
Aus der Tabelle ersicht man, da8 auch die Beziehung
P(AUB)=1-P@AB)

gilt, denn es ist 0,80 =1 - 0,20. W

Formel (3.14) 14Bt sich ohne weiteres verallgemeinern. Nehmen wir drei
Ereignisse A}, A,, A3, dann haben wir unter Anwendung von (3.14)

P(A LAY A3) = P[A; L (A2 U Aj)]

=P(A]) + P(Ay U A3) - P[(A1(A; L A3)] =
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=P(A;) + P(A;) + P(A3) — P(AyA3) — P(A1AUAA3)

= P(A;) + P(Ay) + P(A3) — P(A14;) — P(A1A3) -

—~ P(AyA3) + P(A)A243) =
=Y P(4) - Y P(4; A) + P(A1AA3) (3.15)
i izj

Dieser Ausdruck stellt die Wahrscheinlichkeit dar, daB mindestens eines der
Ereignisse A, Ay, A3 eintritt.

Ganz allgemein haben wir dann fiir n Ereignisse Ay, A,, ..., A,, die nicht
disjunkt sind,

P(AUAQu...UA,) = P(A7) + P(Ay) + ... + P(A,) —
— P(AjA7) —P(AjA3) — ... —P(A,1Ap) +
+ P(A1AoA3) + P(A1AgAY) + ... + P(Ap oA iAy) —
e+ D) PAA, LAY =

=Y PA) - Y P(A;A)+ Y, P(A;AjAp —.+ ~D"'P@AA,...4,).  (3.16)
i i%j izjzk

Wiren die Ereignisse Ay, Ay, ..., A, disjunkt, dann wire immer P(4;A;) =0,
P(A; A; AY) = 0 usw., so daB sich die Formel (3.16) auf Axiom III reduzieren
wiirde.

Beispiel 3.3.2. Drei sich reimende Wortpaare (aabbcc) wurden vermischt und zuféllig
in eine Reihe gestellt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB mindestens ein
Reimpaar zusammen bleibt?

Losung: Wir zeigen zuerst die direkte Anwendung der Formel, dann stellen wir
sie schrittweise einer anderen Uberlegung gegentiber. Sei A; = “die beiden a stehen
zusammen: (aa)”, A, = “die beiden b stehen zusammen: (bb)”, A3 = “die beiden ¢
stehen zusammen: (cc)”’. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit P(4 U Ay U A3). Da die
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drei Mengen A;, A;, A3 keineswegs disjunkt sind, d.h. sich gegenseitig nicht aus-
schlieBen, verwenden wir die Formel (3.16). Alle Permutationen von aabbcc ergeben
6!
N=2ara

Reihenfolgen. Weiter ist N, Ay d.h. die Zahl der Fille, wo nur ein Paar zusammensteht,
die anderen zwei permutiert werden,

5!

Na;=7171

und da es fiir alle drei gilt, haben wir G] solcher Moglichkeiten. Daher ist
_(3)_5!
Z Na,= (1] 212!
i

oder

In diesen Permutationen sind jeweils auch die Fille eingeschlossen, wo zwei und drei
Paare zusammenstehen. Diese miissen abgezogen werden. Es ist

41

Naa;=7y

und da dies wieder fir alle <i, /> gilt, deren Zahl @ ist, wird
_(3)4!
2 Naa= (2) 2!
i#j

oder

Y P(A4;A)= =
i#) 212121
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Zieht man diese Zahl ab, so hat man auch alle Fille abgezogen, wo alle Paare
zusammenstehen und muB einen Fall wieder zurtickgeben. Es ist

Nyjaqn,=3!
oder
31
P(A1A3) =
212121

Wir kénnen also schreiben

P(A; UAy UAs) =Y P(A) - Y, P(A; A)) + P(A1A243)

i i2j

3\ 51 (3)4!

12121 |22 31

=76 6 T el

202121 212021 21212
6 1 2

=l-15+15 =3

Eine andere Uberlegung fiihrt zu demselben Resultat und ist etwas anschaulicher:

1. Alle Paare kommen zusammen auf 3! Weisen vor, weil wir jedes Paar als ein
Element betrachten und permutieren.

IL. Nur aa und bb stehen zusammen auf 4¥51 — 31 Weisen, weil wir aa und bb jeweils
als ein Element betrachten und cc als zwei. Bei der Permutierung kommen jedoch auch
die 2 ¢ zusammen, und da es 3! solcher Fille gibt, muB diese Zahl abgezogen werden.

Daes jedoch g)MGglichkeiten gibt, aus 3 Paaren jeweils Kombinationen von 2 Paaren

zu bilden, erhalten wir

3) 4!
&J |
III. Kommt z.B. nur das Paar da zusammen vor, ergeben sich 5! / (2! 2!)
Permutationen, von denen wir diejenigen abziehen miissen, wo auch bb zusammen
vorkommt, d.h. 4%, —3!, und dieselbe Zahl, wo auch cc zusammen steht, also
2 (451 — 31), gleichfalls die Permutationen, wo alle drei Paare zusammen sind, also 3!.
Das gilt aber fiir alle 3 Buchstaben, daher haben wir
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3)| 5! 4!
(1)[2! 2172 [2! - 3!)“ 3!] ’
und das ergibt zusammen

Ol Bl

5! 4!
=) 35~ Gy +31=Ny ua, 04,

was mit dem Zihler der oberen Formel identisch ist. Fiir diesen Fall kann man die
Wahrscheinlichkeit auch in der Form

3 k
P(A; VA UAY =Y D} @(""—ﬂ'(zi (3.17)
k=1

zusammenfassen, M

In der Literatur findet man oft die verkiirzte Schreibweise P(4;) = p;,
P(A,A]) =Pij’ P(A, AjAk) =pijk usw., und X P(A,) = Sl’ z P(A, Aj) = S2,
Z P(A; A; Ap) = S3 usw.. So findet man die Formel (3.16) auch in der Form

P(A; UAy U ... UAD) =81 =S+ 83— ... + (-1)* 718, (3.18)

Da diese Formel die Wahrscheinlichkeit angibt, daB mindestens ein Ereignis
vorkommt, bezeichnet man sie oft als P;. Der Spezialfall fiir zwei Ereignisse ist

P(A; UAy) =5 -5, (3.19)

Die Verwendung der Formel (3.18) illustrieren wir noch an dem sogenannten
Zuordnungsproblem (matching). Wir stellen uns vor, daf ein Paket von n (z.B.
32) Karten nebeneinander auf dem Tisch liegt; dann mischt jemand ein anderes
identisches Kartenspiel griindlich durch und legt diese Karten nebeneinander
unter die Karten des ersten Pakets. Die Frage lautet: Wie grof8 ist die Wahrschein-
lichkeit, daB von den n Paaren untereinanderliegender Karten r Paare je zwei
gleiche Karten enthalten? Ein Paar mit gleichen Karten werden wir als identi-
sches Paar bezeichnen.

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, da unter n Kartenpaaren minde-
stens 1 Paar identisch ist, erfolgt folgendermafen:
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Die Zahl aller Zuordnungsmdglichkeiten der Karten des zweiten Pakets zu
denen des ersten ist offensichtlich N = n!; denn betrachtet man die Karten des
ersten Pakets als Stellen, auf denen die Karten des anderen Pakets permutieren
konnen, so ergibt sich dieses Resultat.

Wenn 1 Paar aus n Paaren identisch ist, dann konnen die anderen (n— 1)
Karten auf (n — 1)! Weisen permutieren. Das identische Paar kann man jedoch

aus n auf [’1') Weisen wihlen, daher ist
ZNA‘=('11)(n— =
i

und

Sind zwei Paare identisch, die man aus n Paaren auf ; Weisen wihlen kann, so

kann der Rest auf (n — 2)! Weisen permutieren. Daher ist
n n!
ZNA,.A,=[2](n—2)! -o
i#j

oder

usw. Allgemein ist fiir  identische Paare
n n!
= A=
>y Np4...4,= (r) (n=nt=",
[E
oder

nl 1
rin! " r!

S, =

und die Zahl der giinstigen Fille betréigt
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nl n!
Niyuagu...ua, =nl =gy + 30—+ (1" ‘”

=n![1 = 31, +(—1)”‘1}

So ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, da mindestens ein Paar identisch ist, als

(3.20)

Pi=PA;UAy L ... UA,,)

NAIUAZU...UA"

=1—i+ DA Nt 1 . (3.21)

Beispiel 3.3.3. Aus zwei Kartenspielen wurden je 10 Karten gewihlt, wobei aus dem
einen Spiel dieselbe Auswahl genommen wurde wie aus dem anderen, und zufllig
untereinander auf den Tisch gelegt. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daB mindestens ein
Paar identisch ist?

Losung: Wir setzen n= 10 in die Formel (3. 21) ein und bekommen

R S § 1
=1- +3| T 10' =0,6321.

Bemerkung: Diese Zahl kann fiir groBe n sehr gut mit Py =1 - el approximiert

werden. l

Aus diesem Resultat kann man weitere Schliisse ziehen. Die Zahl der Permu-
tationen, bei denen sich keine identischen Karten treffen, ist

Nia, 2, =N—Njoau..ua,

11 a1
=n!—n!l:l—2—!+§—...+(—l)" ln—!}
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=n!|:1—1+%—%+...+(—1)"%j| (3.22)

und die Wahrscheinlichkeit, daB unter n Paaren kein identisches vorkommt, ist

P(o)— N t = l—Pl =
=1 1+%—§1—!+.. +( 1)"}% (3.23)

Beispiel: 3.3.4. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daB unter 10 gleichen Karten
zweier Kartenpakete kein Paar identisch ist.
Losung: Aus dem Resultat in Beispiel 3.3.3 erhalten wir
Pg =1-P; =1-0,6321 = 0,3697. @

Weiter kénnen wir die Wahrscheinlichkeit ableiten, da genau r Paare iden-
tisch sind. Die r identischen Paare kann man aus n auf '; Weisen wiihlen, und

die Zahl der Permutationen der restlichen (n — r) Karten'so, dal keine identi-
schen Paare mehr vorhanden sind, ist nach (3.22)

1 1.1 n-r__1
(n_r)![l_]_+E—§T+4—!—...+(-1) (n_r)!:|.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau r Paare identisch sind,

1 1 ner 1
(‘:J(n—r)![l—1+5!-—§+...+(—1) (7_—r)']

n!

Pp=

1 1 1 n-r__1
r—![l_l+ﬁ_§+“‘+(_l) (n_r)!]

n-=r

1 il
] -1 iR (3.24)

i=0
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Aus dieser Formel lassen sich fiir einzelne r die Formeln leicht aufétellen. Fiir
P gilt (3.23), weiter ist

n=2 n-1
1 1 +(—I) (-1)

Poy =l=ltgr=git o o T -1

P _ir1_1+._1—_l+ (_l)n—3 (_1)!1—2—

@ =7 2T T oy T m-2)!
af o et e

Po =zp| -1+ T n-3)!

(3.25)

1 1 1
Pa-9="%) (1 _“ﬁ”ﬁ]

1 1
Plu_y= (n—2)! (l -1 +§]

P(n_1)=ﬁ(l—l) = 0

1
n!

P(n) -

Anmerkung: Das Ereignis, daB unter n Paaren genau n — 1 identisch ist, ist
unméoglich, Wenn n — 1 Paare identisch sind, so muB auch das letzte Paar
identisch sein. Daher P, _ 1y =0.

Beispiel 3.3.5. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daB unter den 10 Paaren des Beispiels
3.3.4 genau 6 identisch sind?
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Losung: Nach (3.25) ist
1(1 1 1
P(5)=a(§—3' 4'J 0,00052 . ®m

Die Formeln (3.25) kann man mit einem kleinen Kunstgriff auch in einer
anderen Form darstellen. Schreibt man ebenso wie in (3.21) fiir 1y = S,, so ist
z.B.

_ 11 1 =yt
Poy=l-ltgi=3+ =+ 57

Man multipliziert das erste Glied mit 14, das zweite mit 24 usw., so dafl

1 2 3 4 5 -1)""'n
o atnTats Tt

=8, —@Sz+®s3 —(‘l‘js4+ (1) (’I’JS,,.

pool 1,1 1 .1 . T
@717 21 T 2121 21317 21 4 T -2

Pyy=

1 3 4! 5! 6! (=1)"n!

=207 2131 T 2121417213150 T 214160 T 2l (i2) !

- o -

und so zeigt man leicht, daf} allgemein gilt:

+1 +2 +3
P(r)':Sr"[rr ]Sr+1+(rr )Sr+2"(rr ]S,+3+...+(—1)n(’;jsn

(3.26)
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Mit Hilfe dieser Formel konnen wir wieder leicht die Wahrscheinlichkeit berech-
nen, daB mindestens r Paare (d.h. r oder mehr) identisch sind. Wir werden wieder
schrittweise vorgehen. Die Formel fiir P, ist bereits bekannt, nimlich

Pi=8;-S+S— ...+ (=178,

Die Wahrscheinlichkeit, daB 2 oder mehr Paare identisch sind, erhalten wir so,
daB wir von P, einfach Py, abziehen, d.h.

Py=P - Pyy=5 - S+ 83— Sg+ ... +(-1)'"' S, -

—- S+ @ S, 6)53 + (”1') Sy— ot 1" (’1‘] S,

=8y =28, +38— ..+ (1)’ (n=1) S,

=S, @s3+ @sr (‘I)ss b (D) ("I 1]3,, .

Auf dieselbe Weise berechnen wir noch der Anschaulichkeit halber

P3=P2—P(2)

o Qe
N TSR
oo B B (-
..+<_1>n-1[(gJ-(";1]]s,,.

N h
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Da nach (2.18) "1- r-1 = r—1 , s0 kann man schreiben
k) k-1 k

P3=58;- [g)s4+ (g)ss—[gJSs+ et (-1 ("; 1}9"'

So 14Bt sich durch Weiterrechnen mit der Rekursionsformel P,, =P, — P,

zeigen, daB sich allgemein die Wahrscheinlichkeit, daB mindestens r Paare
identisch sind, ergibt als

r r+1 r+2 -1{n-1
Pr=Sr_(r_ ljsr+1+(r_ ljsr+2—[r_ ljsr+3+'"+ (_1)n 1(r_l]sn

(3.27)

1 1

. 1
m1tS,—r! ) S'+1_(r+1)!’ ey O

n!’

Beispiel 3.3.6. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daB unter je 10 gleichen Karten zweier
Kartenspiele mindestens 7 Paare identisch sind?
Losung: Nach (3.27)istfiirn=10,r=7

7 8 9
Py =S7—[6Jss +(6JS9— [6)510

1 7 28 B84
=2~z tor 101 = 0,0000788 . m

Ubung 3.3.1. In einem zweisprachigen Gebiet ist die Proportion der A-sprachigen
pA und der B-sprachigen pB, wobei keine Person beide Sprachen spricht. Wie ist die
Wahrscheinlichkeit, daB aus zwei zufillig gewihlten Personen

(a) beide dieselbe Sprache sprechen,

(b) jede eine andere Sprache spricht? (Vgl. Greenbergs Index of linguistic diversi-
ty.)

Ubung 3.3.2. Ein Wort kommt in der Sprache mit der Wahrscheinlichkeit p vor.
Man untersucht einen Text. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da8 dieses Wort im Text
vorkommt (d.h. mindestens einmal vorkommt)?

Ubung 3.3.3. Angenommen, die Phoneme einer Sprache, von denen 5 Vokale und
15 Konsonanten sind, wiren gleichwahrscheinlich. Wie wire dann die Wahrschein-
lichkeit, an einer beliebigen Stelle eines Textes einen Vokal (Ereignis A) und sodann
an einer anderen Stelle einen Konsonanten zu finden (Ereignis B), also die Wahr-
scheinlichkeit von C=A U B?
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Ubung 3.3.4. Bei einem statistischen Verfahren zur Autorenbestimmung sei fol-
gende Frage aufgetreten: Wenn 5 Texte und 5 Autoren einander zufillig zugeordnet
sind, wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, da genau ein Text seinem wirklichen
Autor zugeordnet wurde?

Ubung 3.3.5. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da8 man aus 8 identischen Karten-
paaren durch zufilliges Zuordnen 5 identische Paare bildet?

3.4, Bedingte Wahrscheinlichkeit

Betrachten wir zwei Ereignisse A und B, von denen wir annehmen, da sie
irgendwie zusammenhingen. Andert sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses B nach der Realisierung des Ereignisses A, so sprechen wir von der bedingten
Wahrscheinlichkeit, die wir als

P(BIA)

bezeichnen und lesen als “die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A”.
A ist einfach eine Beschrinkung, unter der man die Daten untersucht oder ein
Experiment durchfiihrt. Wenn man beispielsweise die (vokalische oder nichtvo-
kalische) Endung der Worter untersucht, so hat man dabei keine Beschréinkung
zu beriicksichtigen, Untersucht man jedoch die Endung der Worter, die mit einem
Vokal anfangen, so werden nicht alle Worter, sondern nur bestimmte in Betracht
gezogen. Bezeichnen wir mit

N, die Anzahl der Worter mit Vokal im Anlaut

N7 die Anzahl der Worter mit Konsonant im Anlaut

Ng die Anzahl der Worter mit Vokal im Auslaut

Ny die Anzahl der Worter mit Konsonant im Auslaut,
so kénnen wir, analog zum Beispiel 3.3.1, Tabelle 3.1 aufstellen.

Tabelle 3.1.

Anlaut \ Auslaut B B Xz
A NAB N4B NA
A NaB NaB Ng
) NB NB N

Will man die Proportion der Worter, die auf Vokal enden, unter denen, die
auch mit Vokal anfangen, berechnen, dann dividiert man offensichtlich
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Nyg
Ny

und die Proportion der Worter, die auf Konsonant enden, unter denen, die mit
Vokal anfangen, ist offensichtlich

Ny

d.h. man untersucht nur die Zeile von A. Dividiert man den Zihler und den
Nenner dieser Ausdriicke durch N, so wird

Nyp
N__P@AB)
Ny P@)
N

laut der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit, und

N5 _

_N__P@#B)
Ny~ PQA)
N

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, da ein Wort auf Vokal endet, unter der
Bedingung, daB es mit Vokal anfingt, gegeben durch

P(BIA) = %‘f)), PA)#0. (3.26)

Da N, = N,p + N4p, kann man auch schreiben

Nyg
PBA)=—— . (3.27
(Bl4) Npp+ Npg )

Diese Uberlegung gilt auch dann, wenn man A unter der Bedingung B untersucht,

d.h. wenn man die Spalten der Tabelle in Betracht zieht. Es gilt offensichtlich
auch
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_P@AB) 3.28
P(AIB) = P®)’ P(B)#0. (3.28)
Aus (3.26) und (3.28) folgt unmittelbar
P(AB) = P(A) P(BIA) = P(B) P(AIB). (3.29)

Diesen Ausdruck nennt man auch Multiplikationssatz, und wir werden ihn spéter
verallgemeinern.
Schreibt man Tabelle 3.1 in Wahrscheinlichkeiten um, wie in Tabelle 3.2, so

Tabelle 3.2.
B B Marginale WS
A P(AB) P(AB) P(A)
A P(AB) P(AB) P(A)
Marginale WS P(B) P(B) 1

folgt aus (3.29) in bezug auf die marginale Wahrscheinlichkeit der Zeilen das
Resultat in Tabelle 3.3.

Tabelle 3.3.
B B Marginale WS
A P(A) P(BIA) P(A) P(BIA) P(A)
A P(A) P(BIA) P(A) P(BIA) P(A)
Marginale WS P(B) P(B) 1

Dividiert man die Zeilen durch ihre marginale Wahrscheinlichkeit, so be-
kommt man Tabelle 3.4

Tabelle 3.4.
B B )
A P(BIA) P(BIA) 1
A P(BIA) P(BIA) 1
Marginale WS P(B) P(B) 1
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Beispiel 3.4.1. Im Beispiel 3.3.1 haben wir die Wahrscheinlichkeiten des vokalischen
und des konsonantischen An- und Auslauts der Worter einer Sprache betrachtet. Sei A

= Vokal im Anlaut, B = Vokal im Auslaut. Die Wahrscheinlichkeiten waren

B B T
A 0,25 0,15 0,40
A 0,40 0,20 0,60
T 0,65 0,35 1

wobei die Zahlen den Wahrscheinlichkeiten in Tabelle 3.2 entsprechen. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB ein Wort auf Vokal endet, wenn wir wissen (= unter der Bedingung), daB
es mit Vokal anfingt,

(b) daB ein Wort auf Konsonant endet, unter der Bedingung, daB es mit Konsonant
anfingt?

Losung: (a) Laut (3.26) ist

P(AB) _ 0,25

(b) P(BA)=——~=2%-=0,3333 .10

Beispiel 3.4.2. In einer Urne sind N, weile und Np schwarze Kugeln, Ny + Ng=N.
Wir ziehen hintereinander zwei Kugeln ohne Zuriicklegen. Wie groB8 ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB die erste weiB, die zweite schwarz ist?
Lésung: Nach (3.29) ist
P(AB) = P(A) P(BIA).

Hier ist P(A) = N4 /N und P(BIA) = Ng/ (N — 1), weil nach dem Zug einer weilen
Kugel nur N-1 Kugeln tibrigbleiben. Daher ist

Ny N,
P(AB)=N:T‘;—). |

Aus Tabelle 3.4 kann man mehrere Beziehungen ableiten.
(1) Es ist immer
P(BIA) + P(BIA) = 1 (3.30)

und das gilt auch, wenn B als Bedingung steht
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P(AIB) + P(AIB) = 1

und genauso fiir Aund B als Bedingungen. ®

(2) Wenn
P(BIA) = P(BIA), (3.31)

dann sagen wir, dal B unabhiingig von A ist, weil die Bedingung keinen Einflu8
auf die Wahrscheinlichkeit von B hat. Ist

P(BIA) # P(BIA)

dann ist B von A abhéngig. B

(3) Im Falle der Unabhiingigkeit folgt aus der Beziehung (3.31)

P(BIA) = P(B) = P(BIA) (3.32)

Beweis: P(B) = P(AB) + P(AB) (vgl. Abb. 2.1, Tabelle 2.2)
= P(A)P(BIA) + P(A)P(BIA) (vgl. 2.29, Tabelle 2.3)
= P(BIA) [P(A) + P(A)] (wegen2.31)

=P(BIA). W

(4) Setzt man (3.32) in (3.29) ein, so bekommt man
P(AB) = P(A) P(BIA) = P(A) P(B) (3.33)

und wenn diese Beziehung gilt, so sagen wir, dal A und B gegenseitig unabhén-
gig sind. Dieses Resultat kann man folgendermaBen interpretieren: Die Wahr-
scheinlichkeit, daf zwei unabhingige Ereignisse gleichzeitig (zusammen) vor-
kommen, ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten des separaten Vor-
kommens von jedem Ereignis. B
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Aus (2), (3) und (4) folgt, daB die Ereignisse A und B genau dann unabhiingig
sind, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt

(a) P(BIA) = P(B), wenn P(A) >0
(b) P(AIB) = P(A), wenn P(B) > 0

(c) P(AB) = P(A) P(B).

(5) Formel (3.29) 148t sich fiir n Ereignisse A1, A2, ..., A verallgemeinern.
Es ist nimlich

P(A; Ay...A) = P[(A1 Ay...A,~ ) A
= P(Al A2...An_ 1) P(Anl Al A2...An_ 1)

= P(A, Ag...Ay2) P(Ayil Ay Ag.. Ayg) P(A Ay Ay Ay )

=P(A)) P(AjlA)) P(A5l A Ap)..P(A,| A Ay A,)  (B.34)

und wenn alle Ereignisse in jeder Kombination voneinander unabhiingig sind,
so wird (3.34) zu

P(A; Ay..A,) =P(A) P(4,) ... P(A,) . ® (3.35)

Beispiel 3.4.3. Die Wahrscheinlichkeit, dafl auf einer Buchseite kein Druckfehler
vorhanden ist, betriigt 0,99. Finden Sie die Wahrscheinlichkeit, daBl auf 4 aufeinander
folgenden Buchseiten keine Druckfehler zu finden sind.

Lésung: Die Druckfehler auf den einzelnen Seiten sind voneinander unabhéngig.
Daher ist

P(A1 Ay A3 Ag) = P(A;) P(Ag) P(A3) P(A5) =0,99%=0,96. m
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Ubung 3.4.1.In einer Urne sind 5 Vokale und 20 Konsonanten auf Zétteln geschrie-
ben. Jemand zieht ohne Zuriicklegen 3 Zettel. Finden Sie die Wahrscheinlichkeit
P(V1V2V3), d.h. daB alle drei Vokale sind.

Ubung 3.4.2. Stellen Sie fest, ob die Ereignisse A und B voneinander unabhingig
sind, wenn folgende Wahrscheinlichkeiten angegeben sind: P(4B)=0,12;
P(AB) =0,18; P(AB)=0,28; P(A B) = 0,42. [Berechnen Sie erst P(4), P(B), P(A),
P(E) ; benutzen Sie dann 3.33.]

Ubung 3.4.3. Beweisen Sie, daB P(SIA) = 1.

Ubung 3.4.4. Beweisen Sie, daB P(AUBIC) = P(AIC) + P(BIC), wenn AB # &.

3.5. Der Bayessche Satz
In Formel (3.29) haben wir festgestellt, daB

P(AB) = P(A) P(BIA) = P(B) P(AIB).
Dividiert man diesen Ausdruck durch P(A), so bekommt man

P(B) P(AIB) ) (3.36)

P(BIA) = i

In diesem Fall bestand das Ereignis A jedoch nur aus zwei Teilen A = AB + AE,
wie aus Tabelle 3.2 ersichtlich ist. Stellen wir uns jedoch vor, daB B mehrere
Ausgiinge hat, d.h. nicht nur B und B, sondern By, B, ..., B,, so daB
A=AB; +AB; + ... +AB,
und
P(A) = P(AB) + P(ABy) + ... + P(AB,). (3.37)
Auch hier gilt fiir ein beliebiges P(B,lA), daB

PBI)=""p
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wie in Formel (3.36). Laut Multiplikationsgesetz (3.29) kann man Formel (3.37)
umschreiben als

P(A) = P(B;) P(AIB,) + P(B;) P(AIB,) + ... + P(B,) P(AIB,)

n
=Y P(B) P(AB)). (3.39)
i=1
Setzt man dieses Resultat in (3.38) ein, so bekommt man schlie8lich die Bayes-
sche Formel

P(B) P(AIB)
PBA)=—7T""T"T—"—. (3.40)
2. P(B) P(AIB)

i=1
Diese Formel wird auch als Wahrscheinlichkeit a posteriori bezeichnet.

Beispiel 3.5.1. Eine Zufallsstichprobe enthilt Worter aus drei Wortarten: 5 Pronomina,
7 Adjektive und 8 Substantive. Von den Pronomina sind zwei einsilbig, von den
Adjektiven vier und von den Substantiven drei. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit,
daB ein zufillig gewihltes Wort ein Pronomen, Adjektiv bzw. Substantiv ist, wenn es
einsilbig ist?
Liosung: Bezeichnen wir

B;- Wihlen eines Pronomens

B,- Wihlen eines Adjektivs

B;- Wihlen eines Substantivs

A - Wihlen eines Einsilbers.

Die Wahrscheinlichkeit, eine der Wortarten zu wihlen, ist P(B;) = 4. Zur Berechnung
brauchen wir noch die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(AlB)). Es ist

P(AIB,) = %; P(AIBy) = %4; P(AlB3) = %.

Setzen wir dieses Resultat in (3.40) ein, so bekommen wir

P(By) P(AIBy) % . %
P(BA)=—3 =l,2+li+1,§=0’2971
Y PB)P@AIB) 35 37 38

i=1
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als die Wahrscheinlichkeit dafiir, auf ein Pronomen zu stoen. Weiter islt die Wahr-
scheinlichkeit, ein Adjektiv zu wihlen,

|

P(BjA) = = 0,4244

+

W [
~|a IS

3
8

W
+
[

03 | —

und fiir Substantive ist die Wahrscheinlichkeit

[—=

P(B3lA) = =0,2785.

+

W=
W
W= w
W |—=
oo W

Man sieht auch, daB die Summe dieser drei Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist. B

Aufgaben

3.1. In Bochum werden Autoschilder vergeben, die vier Buchstaben enthalten, von
denen die ersten zwei BO sind. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,
(a) daB man ein Schild nur mit den Buchstaben B und O bekommt,
(b) daBl man ein Schild mit BO-BO bekommt, wenn man sein Auto anmeldet?
[Nehmen Sie an, daB im Alphabet 26 Buchstaben enthalten sind.]
3.2. Aus dem Namen MAIER bilden wir Worter von 3 Buchstaben durch zufilliges
Herausgreifen. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,
(a) daB ein Wort nur aus Vokalen besteht,
(b) daB ein Wort den Buchstaben M enthiilt,
(c) daB in einem Wort das M am Anfang steht,
(d) daB in einem Wort 2 Vokale und 1 Konsonant sind,
(e) daB in einem Wort am Anfang und am Ende ein Konsonant steht und in der
Mitte ein Vokal,
(f) daB in einem Wort am Anfang und am Ende ein Vokal steht und in der Mitte
ein Konsonant?

3.3. Beweisen Sie, daB P(A — BC) + P(A B C) = P(AB) + P(AC).
3.4. An einer Klausur sitzen 8 Kandidaten nebeneinander, von denen 3 eine richtige

Losung abgeben. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daf} diese 3 Personen direkt
nebeneinander salen?

3.5. Aus den Wortern SEMANTIK und LINGUISTIK wird zufillig jeweils ein

Buchstabe gezogen. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da die Buchstaben gleich
sind?
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3.6. Die Buchstaben des Wortes SEMANTIK werden auf Zettel geschrieben und in
eine Urne gelegt. Man zieht einen Zettel, schreibt den Buchstaben ab und legt
den Zettel zuriick. Man zieht hintereinander 5 Zettel, Wie ist die Wahrscheinlich-
keit, daB kein Buchstabe zweimal gezogen wird?

3.7. Verallgemeinerung. In einer Urne befinden sich n unterschiedliche Buchstaben.
Man zieht mit Zuriicklegen k Buchstaben. Zeigen Sie, daf3 die Wahrscheinlich-
keit, daB kein Buchstabe zweimal gezogen wird, Vi * betrigt.

3.8. In einem Text von 1000 Sitzen hat man das Wort “Student” in 150 Sétzen
gefunden und das Wort “klug” in 60 Sitzen. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daf3
man beide in einem Satz findet?

3.9. Die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens eines Vokals in einer bestimmten
Sprache ist 44. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da8 in einer zufillig gewihlten
Textsequenz von 10 Phonemen mindestens 8 Vokale vorkommen? [Setzen Sie
die Unabhingigkeit voraus.]

3.10. Betrachten wir den Namen MULLER und bilden aus seinen Buchstaben Worter,
die 3 Buchstaben enthalten. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB in einem Wort beide L vorkommen,

(b) daB am Anfang und am Ende des Wortes L steht,

(c) daB in einem Wort beide L nebeneinander stehen?

In den Aufgaben (d) bis (j) diirfen die Buchstaben wiederholt werden (= Ziehen
mit Zuriicklegen). Wie ist die Wahrscheinlichkeit,

(d) daB man ein Wort mit zwei L bildet,

(e) daB man ein Wort genau mit einem L bildet,

(f) daB man ein Wort nur mit Vokalen bildet,

(g) daB man ein Wort nur mit Konsonanten bildet,

(h) daB man ein Wort mit einem Vokal und zwei Konsonanten bildet,
(i) daB man ein Wort mit zwei Vokalen und einem Konsonanten bildet,
(j) daB man ein Wort bildet, in dem beide L nebeneinander stehen?

3.11. In einer Sprache werden zweisilbige Worter folgendermaflen gebildet: Die
‘Wahrscheinlichkeit, daB die erste Silbe des Wortes offen ist (auf Vokal endet), ist
p1, und die Wahrscheinlichkeit, da8 die zweite Silbe offen ist, betrédgt p,. Finden
Sie die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB beide Silben eines Wortes offen sind,

(b) daB beide Silben geschlossen sind,

(c) daB die erste geschlossen, die zweite offen ist,
(d) daB mindestens eine geschlossen ist.

3.12. Aus dem Wort SEMANTIK nimmt man zufillig 3 Buchstaben. Wie ist die

Wahrscheinlichkeit,

(a) daB alle drei Vokale sind,

(b) daB alle drei Konsonanten sind,

(c) daB es ein Vokal und 2 Konsonanten sind?
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3.13. Aus einem Kartenspiel werden 8 Karten auf den Tisch gelegt. Aus einem anderen
Spiel werden dieselben Karten gewihlt und zufillig unter die ersten gelegt. Wie
ist die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB mindestens ein Paar identisch ist,
(b) daB genau vier Paare identisch sind?

3.14. Ein bestimmtes Wort A kommt in der Sprache mit der Wahrscheinlichkeit p vor.
Man untersucht k Texte, von denen jeder aus n Wortern besteht. Wie ist die
Wahrscheinlichkeit, ]

(a) daB das Wort A in mindestens einem Text vorkommt,
(b) daB es in allen k Texten vorkommt?

3.15. Vier sich reimende Wortpaare (aabbccdd) wurden vermischt und zufillig in eine

Reihe gestellt. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,
(a) daB alle Reimpaare nebeneinander stehen,
(b) daB mindestens ein Reimpaar nebeneinander bleibt?

3.16. Wenn 4, B, C beliebige Ereignisse sind, driicke aus:
(a) genau ein Ereignis kommt vor,;

(b) genau zwei Ereignisse kommen vor;
(c) alle drei kommen vor;

(d) nur A kommt vor;

(e) keines von ihnen kommt vor;

(f) mindestens eins kommt vor;

(g) nur A und B, aber nicht C kommen vor;
(h) mindestens zwei kommen vor;

(i) nicht mehr als zwei kommen vor.

3.17. Der erste Abschnitt eines Textes enthélt 20 Substantive, von denen 5 Neutra sind.
Zufdllige Anordnung der Genera vorausgesetzt, wie ist die Wahrscheinlichkeit,
daf3
(a) das erste Substantiv ein Neutrum und das zweite ein Femininum oder

Maskulinum ist,
(b) das zweite kein Neutrum ist,
(c) das zweite ein Neutrum ist?

3.18. In einer Sprache gibt es 20 Konsonanten und 5 Vokale. Ein Computer bildet aus
ihnen Namen der Struktur KVKVK. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich bei
einem zufillig aus der Liste gewiéhlten Namen die Phoneme nicht wiederholen?

3.19. Wenn A und B unabhiingig sind, dann gilt P(AB) = P(A) P(B). Beweisen Sie, daf3
unter dieser Bedingung auch P(A B) = P(A) P(B) gilt.

3.20. Fiinf Studenten bereiten sich auf die Priifung in Statistik vor. Von 10 Fragen, die
bekannt sind, soll jeder Student 2 beantworten. Eine bereits gestellte Frage darf
nicht mehr gestellt werden. Der Student A hat sich nur fiir zwei bestimmte Fragen
vorbereitet. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da er genau die zwei Fragen be-
kommt, auf die er sich vorbereitet hat?

3.21. Die Buchstaben des Wortes LINGUISTIK werden auf Zettel geschrieben und in
eine Urne gelegt. Man zieht die Buchstaben hintereinander (ohne Zuriicklegen)
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heraus. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, da man sie in der urspriinglichen oder
umgekehrten Reihenfolge herauszieht?

3.22. Ein Computer bekommt 3 Adjektive (A), 5 Substantive (S) und 4 Verben (V) und
soll zufillig Verse von 3 Wortern bilden, wobei aus jeder Gruppe nur ein Wort
gewihlt werden darf. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB der erste Vers aus einem A, einem S und einem V besteht;
(b) daB er die Struktur ASV hat?

3.23. In einer Sprache gibt es dreimal so viele Konsonanten wie Vokale. Die Phoneme
sind auf Zetteln in einer Urne. Man zieht einen Zettel. Wie ist die Wahrschein-
lichkeit, da man einen Konsonanten zieht?

3.24. Beweisen Sie, dal_

P(Al U A2 \/ A3) =1- P(Al) P(Azl Al) P(A3| A2 Al)

3.25. Das Wort A kommt in der Sprache mit der Wahrscheinlichkeit p; vor, das Wort
B mit der Wahrscheinlichkeit p,. Wie ist die Wahrscheinlichkeit,

(a) daB keines von beiden in einem Text mit der Linge n vorkommit;
(b) daf nur A vorkommt;

(c) daB nur B vorkommt;

(d) daB beide vorkommen;

(e) daB mindestens eins von ihnen vorkommt;

(f) daB héchstens eins von ihnen vorkommt;

(g) daB nur eins von ihnen vorkommt (nicht beide)?

Benutzte und weiterfithrende Literatur: Brunk (1965), Feller (1962), Greenberg

(1956), Hald (1967), Harris (1966), Job (1980), Kapur-Saxena (1970), Mood-
Graybill (1963), Papoulis (1965), Ventcel’-Ov&arov, (1973), Whitworth (1965).
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4. Zufallsvariable

4.1, Diskrete Zufallsvariable

Ausginge von Experimenten brauchen nicht numerischer Art zu sein, sie kénnen
nominal bezeichnet werden, wie z.B. “Kopf” beim Werfen einer Miinze, “Vor-
kommen von /b/” beim Zihlen von Phonemen usw. Diese Ausginge sind
Elemente der Ereignismenge S, und wir betrachten sie als Elementarereignisse.
Jedem Ausgang kann man jedoch eine Zahl zuschreiben und damit eine Funktion
festsetzen. Der Ausgang des Experiments ist nicht fest, er 148t sich nicht
eindeutig im voraus bestimmen, daher ist der Wert, den diese Funktion bei einem
Experiment annimmt, sozusagen vom Zufall abhingig. Deswegen bezeichnen
wir diese Funktion als eine Zufallsvariable. Thr Definitionsbereich ist die Menge
aller Ereignisse (Ausginge) S, ihr Wertebereich sind reelle Zahlen.

Die Zufallsvariable X ist diskret, wenn sie nur endlich viele oder abzihlbar
unendlich viele Werte auf der Zahlengerade annehmen kann. Die Werte x, die
die Zufallsvariable X annimmt, kénnen positiv, negativ oder 0 sein. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit der X einen bestimmten Wert x annimmt, symbolisieren wir
mit

PX = x) = P,
und definieren die sogenannte Wahrscheinlichkeitsfunktion (WF) als

_|PX =x) fir x=ny,nyn3, ... 4.1)
o) = { 0 sonst

wobei mit »; die Zahlen bezeichnet werden, die x durchlduft. Wir werden alle
drei Bezeichnungen, f(x), P, und P(X = x) alternativ benutzen. Fiir diese WF
gelten die Axiome der Wahrscheinlichkeit, ndmlich
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MAxy =0

(2) Z,fix) = 1.

(3) Wenn A eine Teilmenge des Ereignisraumes ist, dann gilt

P@A) = D f0).
xe A
SchlieBlich gilt auch

Durch die WF wird die Verteilung der Zufallsvariablen vollstindig festgesetzt.

Beispiel 4.1.1. Eine WF sei folgendermaflen bestimmt

e fiir x =0
s fiir x = 1

fx) =3 firx =2
I fiir x =3
0 sonst.

Stellen Sie fest, ob die Bestimmung korrekt ist, d.h., ob es sich tatséichlich um eine WF
handelt.
Lésung: Es reicht festzustellen, ob die ersten zwei Bedingungen erfiillt sind. Es

gilt offensichtlich, daB f{ix) = 0, weil jedes P, > Ound 0 2 0; weiter ist
S =Y%+WB+¥B+%=1,

X

so daB die Bestimmung korrekt ist. ®

Beispiel 4.1.2. Bestimmen Sie die Verteilung der Anzahl der “K&pfe” beim Werfen
von 3 Miinzen.

Losung: X = Anzahl der K&pfe beim Werfen von 3 Miinzen. Die Zufallsvariable
kann die Werte x=0, 1, 2, 3 annehmen. Da das Experiment bei jeder Miinze 2 Ausgénge
hat (Kopf, Zahl) besteht der Ereignisraum Saus 2-2 -2 = 2 elementaren Ereignis-
sen, d.h. N= 23:
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Die Zahl der Méglichkeiten, z.B. beim Wurf von 3 Miinzen 1 Kopf zu bekommen,
ist die “Wahl” eines Elements aus 3, was auf :'13 Weisen durchgefiihrt werden kann.

Dasselbe gilt auch fiir 2 mal Kopf, nimlich (g usw. Die Wahrscheinlichkeit, einmal

Kopf zu bekommen, ist dann
3
1
PX=1) = i
X=1) =

und dhnlich fiir die anderen x. Daher definieren wir die WF als

(3]
x
A/ firx=0,1,2,3

fo={7?

0 sonst,

oder, wenn wir alle P, ausschreiben, als

s fir x =0
3% fiir x = 1
flx) = <3 fiir x = 2
g fir x = 3
0 sonst.

Wir iiberzeugen uns leicht, daB§
() ftx) 2 0, weil jedes P, im Definitionsbereich (x=0, 1, 2, 3) groBer als Null ist;
(2) £, P, = 1 auch fiir den allgemeinen Fall des Werfens von n Miinzen gilt. Das
folgt aus Formel (2.19) im Beispiel 2.8.5. B

Diskrete Verteilungen lassen sich immer in Form eines Stabdiagramms

darstellen. So ist die Verteilung im Beispiel 4.1.1 durch das Stabdiagramm in
Abb. 4.1 dargestellt.
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fx)

03+

0.2+

0 1 2 3 =

Abb. 4.1. Stabdiagramm der Verteilung in
Beispiel 4.1.1.

Bisher haben wir als Ereignisse lediglich solche Mengen betrachtet, in denen
X den Wert x annahm, d.h. {X = x}, mit der Wahrscheinlichkeit P(X = x) (vgl.
Formel 4.1). Auf Grund des Axioms IIl kénnen wir jedoch auch solche Mengen
als Ereignisse zulassen, in denen X einen Wert kleiner oder grofer als x annimmt,
d.h. Mengen {X < x}, {X < x}, {X 2 x}, {X > x}, die Teilmengen des Ereignisraums
darstellen und deren Wahrscheinlichkeit sich durch Summierung berechnen 148t.
Die Wahrscheinlichkeit des ersten dieser Ereignisse nennen wir Verteilungsfunk-
tion der Zufallsvariablen X und bezeichnen sie als

Fx)=PX<x) =Y fix), (4.3)

X<x

wobei x eine feste Zahl ist. Zur Unterscheidung symbolisieren wir die laufenden
Werte mit x” und den festen Wert mit x.
Fiir F(x) gelten folgende Beziehungen:

(1) F(X =~ ) =0. @.4)

Beweis folgt direkt aus (4.2). ®

Q) FX=w)=1. 4.5)
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Beweis: F(X=c) = P(X<o0) = 3 flx) = P(S) = 1. M

B)0<Fx)<1. (4.6)

Beweis folgt direkt aus (4.4) und (4.5). ®

(4) Wenn x1 < x2, dann ist F(x1) £ F(x2) . @.7)

Beweis: Wenn x; < x,, dann ist {X < xl} cC {X < x2}, d.h. das links offene
Intervall {X < xl} ist im links offenen Intervall {X < x2} enthalten, (vgl. Abb. 4.2),
daher P(X < x;) £ P(X < x;), woraus (4.7) folgt. ®

(X <x)

[XSx]]

*1 X2
Abb. 4.2. Links offene Intervalle
B Fx)=1-PX>x). 4.3

Beweis: P(X <x)+P(X>x)=1, da beide Ereignisse komplementér sind.
Durch einfache Umordnung folgt (4.8). B

Beispiel 4.1.3. Betrachten wir die WF aus Beispiel 4.1.2 und berechnen
(a) ihre Verteilungsfunktion,
(b) P(X > 1).
Losung: (a) nach der Formel (4.3) haben wir

FO) =PX<0) =1

Fl)=PX<1)=

99



F3)=PX<H)=g+a+3+2=1,
woraus man die Verteilungsfunktion wie folgt darstellen kann
0 firx<Ooderflir—e<x<0 Ru)
e firx=0oderfir 0<x<1
F(x)=<% firx=1oderfir 1<x<2 08
T firx=2oder fiir 2<x<3

1 fiirx = 3 oder fiir x2>3. sy

04

Man sieht, daB alle Beziehungen (4.4)

bis (4.8) erfiillt sind. 02

(b) Um P(X > 1) zu berechnen, be-
nutzen wir (4.8) und setzen P(X> 1) = > : 5 =
=1-F(1)=1-%=%.Dasselbe Re- Abb. 4.3. Treppenkurve der Verteilungsfunk-
sultat bekommen wir, wenn wir direkt tion in Beispiel 4.1.3.

summieren, ndmlich
PX>1)=PX=2)+PX=3)=%+%=%.1

Die graphische Darstellung der Verteilungsfunktion einer diskreten Zufalls-
variablen ergibt die bereits bekannte Treppenfunktion. Fiir das Beispiel 4.1.3 ist

F(x) in Abb. 4.3 dargestellt.

Die dritte Art von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeit uns interessiert, sind
vier unterschiedliche Intervalle {xl <X< xz}, {xl <£X< xz}, {xl <X< xz},
[x1 € X < x5}, wobei x; wieder reelle Zahlen sind.

(6) Fiir das erste Intervall beweisen wir, daB
P(x; < X< xp) = F(xp) — F(xyp) . 4.9)

Beweis: Wir teilen die Zahlengerade in zwei disjunkte Intervalle {X <x 1} und
{xl <X sz}, deren Vereinigung offensichtlich {X sz} ergibt, wie man sich
durch einen Blick auf Abb. 4.2 leicht vergewissert. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit

P, <X<xp)=P(X<x)—PX<x;)=F(xp) ~ F(x;) . &

Beispiel 4.1.4. Man sucht P(0 < X < 2) fiir die Verteilung in Beispiel 4.1.3.
Losung: Benutzt man die Verteilungsfunktion, so bekommt man sofort
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F(2) - F(0) =

00|~

=6
=3

00 | =

Benutzt man die WF, so muB man summieren, in diesem konkreten Fall jedoch nur
zwei Summanden, und bekommt

+

oo |Ww
oo |w

PO<X<2) = PX=1)+PX=2) = =%.-

Ubung 4.1.1. Stellen Sie fest, ob die Funktion f{x) eine WF ist, wenn sie folgen-

dermaBen gegeben ist:
s filrx=3 ;/; firx=1
Y% firx=5 Y flirx=2
@Ax)= 3/2 fiir x=6 ® D =124 fur x=3
0 sonst 0 sonst.

Ubung 4.1.2. Zeigen Sie, daB fiir eine diskrete Zufallsvariable gilt:

(@) Px1SX<x2)=F(x2)-F(x1-1) ;

(b) P(x1 <X <x2)=F(x2—-1) - F(x1) ;

(© Px1<X<x2)=F@x2—-1)-F(x1-1).
[Bedenken Sie, daB filr eine diskrete Zufallsvariable P(X<x)=P(X<x-1)=
=Fx-1).]

Ubung 4.1.3. Eine WF sei folgendermaBen gegeben:
(4o firx=-1
Vi fiirx=0
e fiirx=1
fx)=4 firx=2
s firx=3
Yo firx=4
| 0 sonst.

(a) Uberpriifen Sie, ob es eine WF ist;

(b) finden Sie die Verteilungsfunktion F(x);
(c) berechnen Sie P(X 2 2);

(d) F(2);

(e) P(1<X<3);

) PQ<X<3)

(g) F(2) - F(-1)

(h) P(X < 3);

@ PIXI<1).
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4.2, Stetige Zufallsvariable

Eine stetige Zufallsvariable ist ein Analogon zu der diskreten Zufallsvariablen.
Sie nimmt reelle Werte an, und ihre Verteilungsfunktion F(x) 148t sich mit Hilfe
eines Integrals darstellen. Die WF f{x) nennt man auch Dichte (oder Wahrschein-
lichkeitsdichte). Eine Zufallsvariable hei3t stetig, wenn sie “kontinuierlich ge-
nug” ist, daB man iiber ihr nicht verschwindende Integrale bilden kann. Sie darf
hochstens abzéhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben. Es gelten fiir sie
die Axiome der Wahrscheinlichkeit, nimlich

ey fx)=20 .

@ [fax=1.
(3) Seien A4, A,, ..., Ay disjunkte Ereignisse, deren Vereinigung das Ereignis
A darstellt, dann ist

P(a)= P(A; WA U ... UAY = [ flx) de=

A
= [ fix) dx+ [ o0y di+ ..+ [ o) d.

A Ay 4

Fiir die Verteilungsfunktion gilt

1) Fx) = P(X <3 = [ fix) dx’. (4.10)
Q) F(—o0)=0; F(es)=1; 0<F(x)< 1.
A3) P(x; <X < xp) = | fix) dx = F(x;) - F(x) (4.11)

*1
Dieser Ausdruck stellt die Flidche unter der Kurve fix) zwischen den Punkten x;
und x, dar.

(4) In einem beliebigen Punkt x ist P(X = x) = 0, so daB wir es hier nur mit
Wahrscheinlichkeiten von Intervallen zu tun haben.
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%
Beweis: |x) dx = F(x;))— F(x;) = 0. &

*

(5) Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen ist eine stetige,
nicht fallende Funktion, d.h, eine “glatte” nicht fallende Kurve. Ein Beispiel zeigt
Abb. 4.4,

F(x)

1.0 A

0.5 —

Abb. 4.4, Beispiel einer Verteilungsfunktion

6) F'(x) =f(x) 4.12)
d.h. die Ableitung der Verteilungsfunktion ergibt die Dichte.

Beweis: Folgt direkt aus der Definition der Verteilungsfunktion [vgl. (4.10)].
|

(7) Wenn x1 < x2, dann ist F(x1) S F(x2) . ®
Bemerkung: Im Unterschied zu einer diskreten Zufallsvariablen ist
P(X <x)=PX<x).

Beweis: Offensichtlich gilt P(X < x) < P(X < x), so daB es reicht zu zeigen,
daB P(X < x) < P(X £ x) nicht gilt. Nehmen wir an, daB}

P(X<x) < P(X<x) (@

gilt. In dem Fall ist
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% [PX<x)-PX<x)]=€>0.
Wegen Stetigkeit gilt der einheitliche Grenzwert

1imP(XSx—%)=P(X_<_x),

n—»eo

d.h. man kann n > ng € N so wihlen, daB
1
P(XSx)—P(XSx—;)<e
oder

P(XSx—%) > P(X<%)—E.

Setzt man € aus (b) ein, so wird

P(XSx——rll-) > P(XSx)—%[P(XSx)—P(X<x)]=

=% [P(X <x)+PX<x)].
Wegen der Annahme (a) gilt dann

P(XSx—l) > l[P(XSx)+P(X<x)] >
n 2

> %[P(X<x)+P(X<x)] .

=P(X<x),

dh PX<x—1y> P(X<x)firallen2nge N.
n

Da aber fiir alle n € N wegen Monotonie von P gilt

104

(®)

P(XSx—%)SP(X<x),

so fiihrt die Annahme (a) zum Widerspruch. Daher gilt die Behauptung. Aus
dieser Behauptung folgt, daB im Unterschied zu einer diskreten Zufallsvariablen

Plx; < X<x)=Px; <X <xy)
=P £X<x;)

=Px; < X'<x,;) W

Beispiel 4.2.1. Wir stellen fest, ob die angegebenen Funktionen Dichten darstellen.
(a) fix) = 2x fiir 1 £x <2 und f{x) =0 sonst.
x 0O<x<1
G A)=2-x) 1<x<L2
0  sonst.

' 2
Losung: (a) f(x) 20 ; j'zxdx=z{%]z=2[2—%)=3¢1,
1 1

also ist es keine Wahrscheinlichkeitsdichte.

1 2 21 x2 b)
b)fix)20; J.xdx+j (2—x)dx:l:x?iL+|:2x—Ej|l=%+(4_2_2+%)=
0 1

=1, also ist es eine korrekte Dichte. B

Beispiel 4.2.2. Wir berechnen die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen mit der
Dichte im Beispiel 4.2.1(b).
Losung: Im Intervall — o < x < 0 ist

F=[0dv=0.

Im Intervall 0 < x <1 ist

2

0 x
F(x)=_[0dx+jx’dx’=0+|:—J:=§_

xl
2
—a (4]
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Im Intervall 1 < x < 2 ist

¢ b p 21 )
F(X)=I0dx+_[xdx+.[ (2-X/)dx'=|:7}0+|:2x’—7]:=

—oo 0 1
2

2
+2x 2—7+5— 1+2x-——

Im Intervall 2 < x < oo ist F(x) = 1, wie im vorigen Be1sp1e1 schon gezeigt wurde. Wir
konnen also schreiben

0 —oe<x<0
2
"7 0<x<1
F(x) =+« 5
—1+2.x—% 1<x<?2
1 2<x<oc W
L

Beispiel 4.2.3. Wir berechnen mit Hilfe der Verteilungsfunktion im vorigen Beispiel

(a) F(0,5); (c) P(0,5 <X <1,5);

(b) F(1,5); (d) PX>1).

Lésung: (2) Wenn x = 0,5, dann benutzen wir F(x) im Intervall 0 < x £ 1, d.h.
F(O, 5)—(—0—5)——0—25=o 125.

(b) Fiir x = 1,5 benutzen wir F(x) im Intervall 1 < x £ 2, daher ist
F(1,5=-1+2Q1,5-"—F5— (L3 5) =-14+3-1,125=0,875.
(c) P(0,5<X < 1,5)=F(1,5) - F(0,5) =0,875-0,125=0,75.

2
(d)P(X>1)—1—P(X<1)—1_F(1)_1_1___;_ -

Beispiel 4.2.4. Wir bestimmen k fiir die Dichte

f(x) = ko? fiir 1 < x < 2 und f{x) = 0 sonst.
2

Lisung: Wenn f{x) eine Dichte ist, so muf J flx) dx =1 sein. Daher ist
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woraus k = 3/7 fOlgt. Wir iiberzeugen uns, ob die Rechnung stimmt, indem wir integrie-
ren
: 3 3 x3 ’ 3(8 1
= 21){.'_— 2 =212 == =2

Ubung 4.2.1. Sei f{x) = k(1 + 2x) fiir 0 < x < 2 und f{x) = 0 sonst eine Dichte. Finden
Sie k [vgl. B2].
Ubung 4.2.2. Sei

2% 0<x<1
fx) = —x 1€x<?2

0 sonst.

(a) Stellen Sie fest, ob es eine Dichte ist;

(b) finden Sie die Verteilungsfunktion;

berechnen Sie

(c) F(1,5); (e) PX 21,7);

(d) F(0,4); ) P04<X<14).

Ubung 4.2.3. Stellen Sie fest, ob fx) = ae”?* fiir 0 < x < e und f{x) = 0 sonst eine
Dichte ist.

4.3. Bedingte Verteilung

Genauso wie bei der bedingten Wahrscheinlichkeit kann man fragen, wie die
Verteilung der Zufallsvariablen beschaffen ist, wenn wir wissen, daB sie nur in
einem Intervall ihres Definitionsbereichs Werte animmt, nédmlich fx | X < x;)
oder flx | X > x;) oder fix | x; < X £ x;), wobei x; und x, Konstanten sind. Die
Verteilung von X ist bekannt, aber hier auf ein Intervall beschrankt. Wir bezeich-
nen dieses Intervall als I und berechnen zuerst die Verteilungsfunktion der
Zufallsvariablen, aus der sich mit Hilfe von (4.12) die WF (Dichte) einer
bedingten Verteilung durch Differenzierung berechnen 148t. Die Verteilungs-
funktion ist definiert als

B x D) (4.13)

FxI) = PX<x|I) = )
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Wie oben angedeutet, miissen wir drei Fille unterscheiden:
(1) Sei I = {X £ x2}, dann haben wir

P(XSX,XSXz) (414)

F(xll) =F(x|XSx2) =P(XSX|XSX2) = P(X<x2)

Wenn nun x 2 x,, dann ist {X < x,} nur eine Teilmenge von {X < x}, und der
Durchschnitt beider Mengen ergibt

X<x, X<x}={X<x)}.
Daher ist nach (4.14)

PX <
F(xII)=-P((?%=1 fiir x> x, 4.15)

Wenn aber x < x,, dann ist
{XSx,XSx2}={XSx]
und wir haben nach (4.14)

P(X<x) _ F)

= filir x < xp, (4.16)
PX<x) F(x)

Fx1 =

Die bedingte Dichte bekommen wir laut (4.12) durch Differenzierung als

fxlD=Fx|D).

Differenzieren wir (4.15) und (4.16), so bekommen wir

_;:f{x) fiir x <x,
Rl X< xp) = (x2) .17
0 fiir x 2 x;
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X2
Fiir diskrete Zufallsvariable ist F(x,) = 2 fx) , fiir stetige ist F(x,) = J fx) dx.

xX<x, — o0

Beispiel 4.3.1. Die Zufallsvariable X hat die Dichte f{x) = ae"® fiir x > 0 und fx) = 0
sonst (Exponentialverteilung). Dabei ist a > 0 eine Konstante. Wir suchen die bedingte
Dichte von X, wenn wir wissen, daB X nur Werte bis héchstens 5 annimmt,
Losung: Nach (4.17) ist x5 = 5, und
5

FS)=[ae™dr=1-¢
0

woraus nach Einsetzen in (4.17) folgt, daf

~ax
ae

fir 0<x<5

=2
Ax1xs5)={1"¢

0] sonst .M
(2) Sei I'= {X >x1}. In dem Fall haben wir

P(ng,X>x]) (418)

Fx|)=Fx|X>x)=PX<x|X>x)= P(X>x)
1

Wenn x < x;, dann ist offensichtlich {X <x, X> x,} =, und daraus folgt auch
F(xtI) =0. Wenn x > x;, dann ist
{XSx,X>x1}=[x1 <XSx},

und man bekommt fiir (4.18)

P(x;<X<x) F(x)-F@x) 4.19)
PX>x)  1-F(x)

Fx1)=

Die Ableitung von F(x | I) ergibt die gesuchte Dichte als

l—ﬂ;;z) fiir x>x;
Ax1X>x) = X1 (4.20)
0 sonst.
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Fiir diskrete Zufallsvariable ist

1-Fx) = X fx)

x2x+1

und fiir stetige ist

1-F(r) = [fix)dx.

*
Beispiel 4.3.2. Sei die diskrete Dichte von X gegeben als

—A X
e
fo=—7
Wie ist die (bedingte) Dichte, wenn wir wissen, daB die Zufallsvariable nur die Werte
der natiirlichen Zahlen annehmen kann (d.h. den O-Wert nicht). In der Praxis sind solche
Fille sehr haufig.
Loésung: Wir brauchen f{x | X > 0) und miissen laut (4.20) 1 — F(0) berechnen. Es
ist

firx =0, 1, 2, ... und f{x) = 0 sonst (Poisson-Verteilung).

"R g A
1-F0) =1-PX<0)=1-PX=0) = I_T =1-e".
daher ist
e M\
]
- firx=1,2,...
1-e
fx1X>0) =4
0 sonst.®

(3) Sei I = {x1 < X £ x2}, dann bekommen wir fiir (4.13)

Plx;<X< X3)

Fix1D) = Fxlx; <X<xp) =

Wir miissen jetzt drei Fille unterscheiden. Wenn x 2 x; ist, dann ist

{XSX,X1<XS.X2]={XI<XS.X2}
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und

P().‘[<XSX2)
Faein=loi<Xsxn) _ oa s (4.22)
Gl = e ey | U *¥2%

Wenn x; £ x < x,, dann ist
{XSx,xl <XSx2}={x1 <XSx}
und

P(x;<X<x) F(x)—F(x)
P(x;<X<xp) Flxp)— F(x))

Fx1 )= fir x;<x<xy. (4.23)

Und schlieBlich, wenn x < x;, dann ist
{XSx,xl <XSx2}=®
Wonach
Fx1D=0 fir x<x (4.24)

Durch Differenzierung der Formeln (4.22) bis (4.24) bekommen wir dann

fix) .
— I fiir 5y <x<xy
foxlm <X<xy = | FE)~Fx) (4.25)

0 sonst.

Beispiel 4.3.3. Sei Ax) = ae™ fiir x > 0 und fix) = 0 sonst. Wir suchen
fx11<X<4).

Losung: Wir finden erst
4 4

Flxp) - F(x1) = F(4) = F(1) = [ fix) d = [ ae™ = [—e‘“"]: =g
1 1
woraus
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fiir 1<x<4
—e

fxl1<x<4)={°¢
0 sonst

folgt.®

Ubung 4.3.1. Sei fix) = (;)pan-x fir x = 0, 1, ..., n und fix) = O sonst (Bino-

mialverteilung). Finden Sie x| X > 0).
Ubung 4.3.2. Sei fix) =1 fiir 0 < x < 1 und f{x) = 0 sonst (Rechteckverteilung).
Finden Sie fix | X £0,5).

4.4, Funktionen von Zufallsvariablen

Manchmal interessiert man sich nicht fiir die Zufallsvariable selbst, deren
Verteilung man kennt, sondern fiir eine andere, die eine Funktion der ersten ist.
Wiirfelt man z.B. mit zwei Wiirfeln, so ben&tigt man nicht die Verteilung der
Zufallsvariablen X, die der Anzahl der Augen eines Wiirfels entspricht, sondern
die der Variablen Y, die der Summe der Augen zweier Wiirfel entspricht. Oder
man benétigt aber die Verteilung einer sprachlichen GroBe, kennt aber nur die
einer anderen, deren Funktion diese ist. Ein anderes Beispiel ist folgendes: Man
mdchte wissen, wie die Differenz zwischen einer Zufallsvariablen und ihrem
Mittelwert verteilt ist, um zu wissen, welche Abweichungen man erwarten kann
(wir werden spiter sehen, daB die Signifikanztests der beurteilenden Statistik auf
solchen Uberlegungen beruhen). Diese und weitere spezielle Funktionen von
Zufallsvariablen werden in Abschnitt 5.2 (Momente) eingefiihrt.

Um das Problem anschaulich zu machen, fangen wir mit einem konkreten
Beispiel an.

Eine Zufallsvariable X hat die Dichte

2x fir O0<x<1
= 4.26
fx) { 0 sonst. ( )

Ihre Verteilungsfunktion ist, wie man leicht nachrechnet,
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0 —e<x<0
F(x)={ x* O<x<1
1 1€x<oo

4.27)

Wir transformieren nun die Zufallsvariable X in eine andere Zufallsvariable ¥,
Y=3X+1,

die eine Funktion von X ist, und fragen, wie die Dichte von Y aussieht. Wir zeigen
zwei Berechnungsmoglichkeiten, die im Grunde identisch sind, und dann ver-
allgemeinern wir sie und zeigen einige Spezialfille.

I. Bezeichnen wir die Verteilungsfunktion von Y als G(y) = P(Y £ y). Wir
setzen hier fiir Y die Funktion 3X + 1 ein und bekommen

G(y) = P(Y<y) = PBX+1<y) = P(Xsy;1}= p{y;l]_

Die Tatsache, daBl G(y) = F(%] ist, bedeutet, daB wir G(y) bekommen, wenn

wir in F(x) in (4.27) das x durch y;31 ersetzen. Bemerken Sie, da Jc=2';—1 eben

die Umkehrfunktion von y = 3x + 1 ist. Durch Einsetzung in (4.27) bekommen
wir

P el B
0 <3 <0
2
GO) = {(2=1 0<2=l 1 (4.28)
3 3
y=1__
1 1< 3 <

Um daraus g(y) zu bekommen, erinnern wir uns an die Tatsache, daB
F'(x) = fix), d.h., wir differenzieren die Verteilungsfunktion und 16sen die Inter-
valle in (4.28) nach y auf. Da

(]2
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und
O =@1y=0

folgt daraus, daB

%(y—l) l<y<4
gb) =

0 sonst.

IL. Die zweite Moglichkeit besteht aus einer Substitution der Zufallsvariablen
unter dem Integral. Wir betrachten wieder die Dichte in (4.26). Die Wahrschein-
lichkeit im Definitionsbereich, d.h. im Intervall (0,1) ist

1
PO<X<1) = [2xdx, (4.29)

0

Wir nehmen die Transformation y = 3x + 1 vor. Substituieren wir fiir x eine neue
Variable, so miissen wir auch fiir dx eine Substitution vornehmen. Aus

y=3r+1 (4.30)

finden wir die Umkehrfunktion

x=y;—1 @31)

und durch Differenzieren nach y bekommen wir
dx _(y=1}_1
dy | 3 3
woraus
dy folgt. 4.32)

Setzt man nun (4.31) und (4.32) in (4.29) ein, unter gleichzeitiger Verdnderung
der Integrationsgrenzen, so bekommt man
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1 4
PO<X<1) = | 2vdx = IZ[L?’IJ%—dy -
g 1
= |
1

Der Ausdruck unter dem letzten Integral ist eben g(y), was mit dem oberen
Resultat iibereinstimmt. Die Grenzen findet man wieder so, da3 man in (4.30)
fiir x einmal 0 und einmal 1 einsetzt.

Dieses Resultat konnen wir nun folgendermaBen allgemein darstellen: Sei X
eine Zufallsvariable mit der Dichte f{x) und der Verteilungsfunktion F(x); sei
weiter Y = h(X) eine Funktion von Xund X = h '1(Y) die Umkehrfunktion.

o

(y—1ydy = P(1<Y<4).

Methode 1. Wir unterscheiden hier zwei Fille: (a) Y ist eine monoton
wachsende Funktion, (b) Y ist eine monoton fallende Funktion.
(a) im ersten Fall ist

GO) = P(Y<y) = PIh(X)<y] = PIX<H ()] =

= FIK ' 9)]. (4.33)

Die Dichte g(y) bekommen wir nach (4.12) aus G(y) durch Differenzierung, d.h.

_460) _ o
80) = S5 = G0) =

= FI o) = AR on it o) 4.34)

weil man erst die duBere Funktion F und dann die innere h'l(y) differenzieren
muf.
(b) Ist ¥ eine monoton fallende Funktion, dann ist

P(Y<y) = PlhX) <y} = PIX2H o)l = (439
1-Flhlm)].

GO)

Durch Differenzierung bekommen wir
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gy) = G'0) = (1 —F[h'l(y)])’ =

SR O o) (4.36)

Da aber die Ableitung einer monoton fallenden Funktion negativ ist, gilt

4.37)

80) = I o) |15 oYY

Methode II. (a) Bei monoton wachsenden Funktionen y = h(x) ersetzen wir
x unter dem Integral durch x = h'l(y), weiter wird dx = h'l(y)’dy, und fiir die
Grenzen der Integration (x;, x,] setzen wir y; = h(x;) und y, = h(x,) ein, so dafl
wir

X Ya
Pery<X<x) = [fydx = [ o W o)) dy =

Xy 4

Y
4.38
= [0y dy = POy <Y<y @3%)
N

bekommen. Daraus folgt offensichtlich

g0) = I I o)

wie in (4.34).
{b) Wenn die Funktion y = h(x) monoton fallend ist, so ist

de=~[n" ()] dy,

weil die Ableitung einer monoton fallenden Funktion negativ ist, und y, < y;.
Daher wird

*; Y2
Py <X<x) = [fnydx = [AT OGN 0)Y dy =

X N
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b4l

= ~[20)dy = PG2< Yy,
Y2

4.39)

Hieraus folgt offensichtlich

g0) = A M O,

was mit dem Resultat (4.36) iibereinstimmt. Daher kann man zusammen schrei-
ben

80) = A0 | O (4:40)

Fiir die Berechnung von g(y) gentigt der letzte Ausdruck.

Beispiel 4.4.1. Wir betrachten wieder die Funktion f{x) = 2x fiir 0 < x < 1. Die Funktion
Y =3X + 1 war eine monoton wachsende Funktion. Jetzt betrachten wir die Transfor-
mation

Y=-3X+1,

die eine monoton fallende Funktion darstellt, und suchen g(y).
Losung: Wir zeigen das Verfahren mit beiden Methoden:

D) Gy) = PY<y) = P(-3X+1<y) = P(-3X<y-1) =

y-1)_ y=1y_._ ol il
P(Xs 3 J—P(XZ _3]—1 P[X< _3}-

e

woraus durch Differenzierung folgt:

o[ A5 A5

Setzen wir jetzt in f{x) = 2x fiir 0 < x < 1 dieses Resultat ein, so erhalten wir

g@):z-%(y_—_le fiir 0<L31<1

und schlieBlich
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g(y)=—%(y—l) fir 2<y<1.

(II) Dasselbe erfolgt auch mit Formel (4.40), denn es ist
f=2x 0O0<x<l

y=hx)=-3x+1
-1 i
x=h"0)= 3

(o)1

dx| |-l
o=

Setzen wir dieses Resultat in (4.40) ein, so wird
=2 [ ] 3= -1

und das Intervall ist wieder (-2,1), was man leicht durch das Einsetzen von 0 und 1 fiir
xiny=-3x+ 1 berechnet. @

§0) = A 01 |7 o)

Beispiel 4.4.2. Sei fix) = ¢ fiir x > 0, Wie lautet die Dichte von Y = VX ?
Lésung: y = x

x=y
dx
dy =\
2
gy) = 2ye” fiir y>0 .1

Wir fithren nun einige der meistbenutzten Transformationen in allgemeiner Form
auf.

(1) Die bereits behandelte lineare Transformation ist, allgemein ausgedriickt,

Y=aX+b . (4.41)

Dann ist
y=h(x)=ax+b
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y b

x=h"'0)=
- 1
&=l =ig.
woraus nach Einsetzen in (4.40) folgt:
= 4.42
§0)= |a,f( J @42
. a
(2) Seinun Y= X
dann ist
a
y=htx) =7
x=ktp =2
o) y
‘ﬂ -1 _ lal
dy ¥
woraus
lal
g0) = azf ( ] @.43)
folgt.
Beispiel 4.4.3. Sei f{x) = ¥ (2 — x) fiir 0 < x < 2. Wir suchen die Dichte von Y = %x.
. L2
Lésung: y = .
2
x==
y
@ _ 2
dy
1 2) 2 2 "
g(y)—E(Z—;]- y2 = y3 o-Dfirl<y<oc .l
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(3)SeinunY = X,

In diesem Fall ist A(x) keine monotone Funktion, so daB (4.40) nicht gilt. Wenn
y < 0, hat die Gleichung keine reelle Losung, wenn y > 0, hat sie zwei Wurzeln.
Dann haben wir

G@) = P(X*<y) = PX<+p) +PX2—y) =

F+\y) +1 - F(—y).

Daraus erhalten wir durch Differenzierung

\y) + A=\y) .
M%Q fiir y>0 (4.44)
8O =
0 sonst.

In dem speziellen Fall, da8 die Funktion symmetrisch ist, d.h. wenn f{x) = f{i—x),
vereinfacht sich (4.44), und man bekommt

\y) + A=y Vy!
g@)=ﬂy)2-:jj} ”:ﬂ\/%) filr y>0 (4.45)

2
Beispiel 4.4.4. Sei f(x) = % ¢ filr—co< x< oo (Normalverteilung)

Gesucht ist die Dichte von ¥ = X°.
Lisung: y = x*

x = :I:\/;
gx L
dy ~ 2y
1w, 1%
o) = ) _ Von© CNam©
Ty T 2y
= —\/;=n-y_/2e_y/2 fir y>0 B
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Beispiel 4.4.5. Sei f(x) = %(x2 +2) fir-1<x<2.

Wir ermitteln die Dichte von ¥ = X.

Losung: Die neue Verteilung muBl in zwei Teilen definiert werden, weil die
negativen Werte von X nur bis —1 laufen, die positiven hingegen bis 2. Der Definitions-
bereich der neuen Zufallsvariablen liegt zwischen 0 und 4. Im Intervall (0,1) werden
der negative und der positive Teil summiert, im Intervall (1,4) nur der positive, denn
fiir x > 1 ist f(—\/; ) =0 . Daher haben wir

1 1
=ﬂ\f}7)+ﬁﬂ\f;)=§(y+2)+§@+2)=

g0

oy 0y
=%y'1/2(y+2)fiir0<y<l
und
3 l(y+2)
_ )40 9 _ 1 -y y
gly) = wy - 2y =187 (y+2) fir 1<y<4.
Es ist also

%y“'ﬁ(y+2) fiir 0<y<1
g = —l%y"’z(y+2) fiir 1<y<4

0 sonst.®

Bemerkung: Nimmt die Zufallsvariable X nur positive Werte an, so hat die
Gleichung Y = X? nur eine Losung, und man kann (4.40) anwenden. Daher ist

_ oy 4.46
gl = 2\/}7 . ( )

Beispiel 4.4.6. Die Zufallsvariable X hat die Dichte
2

X
fx) = fz— e{2°2me x> 0 (Rayleigh-Verteilung).
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Wir suchen die Dichte von Y = b

Lésung: y = x? (x>0)
x =
Ay _ 1
2y

und nach (4.46) ist g(y) = ‘j—y: e [262]—1— =L |2 firy>0.m
o 2\y

4)Seivy=1Ix1.
Diese Gleichung hat auch nur fiir y > 0 zwei Losungen, und es ist
G(O) = P(Y<y) = P(X1<y) = P(y<X<y) = FO) - F(-y)

und daraus folgt

80) = f) +fi-y) firy>0 (4.47)
Ist auBerdem die Funktion symmetrisch, so gilt F(—y) = 1 — F(y), woraus

GO) = 2F0p) -1
und
g = 2fy) fiir y>0 (4.48)

folgt.
Beispiel 4.4.7. Sei f{x) = Y fiir -1 < x < 1. Wir ermitteln die Verteilungsfunktion und

die Dichte von Y = IX].
Losung: Nach (4.47) bzw. (4.48) ist

§0) = ) +£9) = 2+3 = 1
d.h.

gh) =1 fir O<y<1.
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Aus dem Resultat folgt die Verteilungsfunktion automatisch, Wir berechnéri sie auch
direkt, d.h. )

x+1
2

X
F(x)=.[%dx’= fir -1<x<1.

-1

Wegen Symmetrie bekommen wir

GO) = FO)-F(-y) = FO)-[1-FO)] = 2Fp)-1 =
1
Daher ist
0 —oo<yS0
Gy) =1y O<y<l1
1 1<y<e W

(5) Ein sehr wichtiger Fall ist die sogenannte Wahrscheinlichkeitsintegral-
transformation

y = Fx)

d.h. die Verteilungsfunktion von X selbst wird als eine neue Funktion betrachtet.
Es gilt bekanntlich, daB 0 < F(x) < 1. Durch Differenzierung beider Seiten von
y = F(x) erhélt man

L _ fi
woraus
dy = flx)dx
folgt. Da bei den Transformationen gleichzeitig gilt (vgl. (4.38), (4.39))

g0) dy = fix) dx

so folgt daraus
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0 sonst.

g(y)={

Dasselbe kann man auch auf eine andere Weise zeigen. Wenn némlich y = F(x),
dann ist

x=F7y)
und da

G() = P(Y<y) = PIF(x)<y] = PIX<F )] =
= FIF7'0) = y

ist, folgt
gy =1 fir0<y<1

wie oben. Diese Transformation zeigt, dal man jede Verteilung in eine Recht-
eckverteilung transformieren kann, was aber auch umgekehrt gilt, so da man
dadurch die Verteilungen ineinander iiberfiihren kann.

Beispiel 4.4.8. Sei flx) =2x fir 0 <x<1 und
g0) = Wy fir 0<y< (%),

Mit welcher Transformation kann man f{x) in g(y) iiberfiihren?
Lésung: Die Verteilungsfunktionen sind

X
Fx) = [2x dv = £
0
Y %
’ 7’ 2 &
Go) = [ W ay =*3—.
0
Da man beide Verteilungen durch ihre Verteilungsfunktionen in eine Rechteckvertei-
lung iiberfiihren kann, setzen wir

F(x) = GO)
d.h.
woraus
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24
_(3) %
= (3)>

folgt. Das heiflt, daB man aus fix) = 2x fiir 0 <x <1 mit Hilfe der Transformation

2
y=(34) ? 4% die Dichte g =y fir0<y< (3/2)2/3 bilden kann.
Probe: Sei

dann ist
dx| _+J2 3 4
dy 347
3 3
gv) =2 gy/“\/%_-zy”‘=\/y—-l

(6) Bei den diskreten Zufallsvariablen entfillt die Differenzierung, und man
transformiert direkt in g(y). Sei ¥ = A(X), dann ist

g0) = P(Y=y) = Plh(X)=3] = PIX=h" ()] (4.50)

—An X

Beispiel 4.4.9. Sei f(x) = : fiirx =0, 1, 2, ... (Poisson-Verteilung).

x!
Gesucht ist die Verteilung von ¥ =2X + 3.
Losung:y = 2x+3

5= %
—A (y—3)/2
M T y=3,5,7,9, ...
¥=3])
gy =1 2
0 sonst. B

9

Ubung 4.4.1. Sei f{x) = % x (x — 1) fiir 1 < x < 2. Finden Sie die Verteilung von ¥
=2X+1.
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Ubung 4.4.2. Sei fix) = 1 fiir 0 < x < 1 (Rechteckverteilung). Finden Sie die
Verteilung von Y=%x .

Ubung 4.4.3. Sei fix) =

) 1 fiir 0 < a < x < b (Rechteckverteilung). Finden Sie
—-a
die Verteilung von Y = 2X2 . [Benutzen Sie Formel (4.40).]
M . 1 . . .
Ub 444.S =——¢ ’%fiir— oo <x < oo (Normalverteilung). Finden Sie
ung eifix) \/ﬁe ( g)

die Verteilung von Y = IX1. [Benutzen Sie Formel (4.48).]

Ubung 4.4.5.Seiflx) = EJ p* (1 -p)* *firx=0,1,2,..., n (Binomialverteilung).

Finden Sie die Verteilung von'Y = X + 2.

Aufgaben

4.1. Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion sei definiert wie folgt
(Vo x=0

Yo x=1

%0 x=2

2o x=3

Yio x=4

L 0 sonst

(a) Stellen Sie die Verteilungsfunktion auf;,

berechnen Sie

fx) = 1

(b) PX > 0); (®1-F(Q2);
(c) P(1 <X<3); () F(3) - F(0);
(d) PX < 3); (g)P2<X<4).
4.2. Seifix) = kx fiir 0 < x < V%3 und sonst f{x) = 0.
(a) Finden Sie k;
(b) berechnen Sie F(x).
4.3. Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist definiert wie folgt
Kip x=1
koy x=2
fix) = M4 x=3
kip x=4
0 sonst

(a) bestimmen Sie &;
(b) berechnen Sie F(x).

44. Sei fix) = 4x fiir 0 € x <k und f{x) = 0 sonst.
(a) Bestimmen Sie k;
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(b) berechnen Sie F(x);
(c) berechnen Sie P(X < 0,5).
4.5. Seifix) =2x — 1 fiir k < x < 3. Bestimmen Sie k.
4.6. Seifix)=%s (\/; — 1) fiir 1 < x < 4 und f{x) = 0 sonst. Berechnen Sie

(a) F(x); @ fixl X>3);
(b) F(3); () P2 <X<3).
@) fixl X<2);
4.7. Seifix) =% x (x—1) fir 1 <x <2 undf{(x) = 0 sonst.
(a) Berechnen Sie F(x);
(b) Finden Sie die Dichte von ¥ = 2 H
X+1)

(c) finden Sie die Dichte von ¥ = X>. ,
4.8. Seiflx) = xe™* fiir x > 0 und f{x) = 0 sonst. Finden Sie die Dichte von ¥ = X2,
4.9, Seiflx) =1 fiir 0 <x <1 und fix) = 0 sonst. Finden Sie die Dichte von

(@) Y=X; (b) ¥ =X,

4.10. Sei fix) = E pPF(1-p)" *fiirx=0,1,2,.., nund {x) = 0 sonst. Finden Sie die

(diskrete) Dichte von ¥ = X2,
4.11. Sei flx) = 6x (1 - x) fiir 0 < x < 1 und f{x) = O sonst. Finden Sie die Dichte von

2
ot
4.12. Sei f{x) = ——— fiir -o0 < x < oo (Cauchy-Verteilung).
(1l +x%)
Finden Sie die Dichte von
1 2
@Y=—; (b) Y=3X".
X2

4.13. Man wirft zwei Wiirfel. Zeigen Sie, da8 die Wahrscheinlichkeitsfunktion der
Summe der Augenzahlen durch
x—1

36 fir x=2,3,...,6
_J183=x _
foy=1"3¢" fir x=7,8,..,12

0 sonst

gegeben ist.
4.14, Sei fix) = 2x fiir 0 < x < 1 und f{ix) = O sonst. Finden Sie die Dichte von

(@) Y="ax; @Y=x;
®) Y=X/; (€) Y= F(x).
©r=¢"

4.15. Sei fix) = V5 (x + 1) fiir -1 <x < 1 und f{x) = O sonst.
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(a) Berechnen Sie F(x);
Finden Sie die Dichte von
(b) Y=X% (c) Y=3X.
4.16. Berechnen Sie aus der in Aufgabe 4.15 gegebenen Dichte Ax | X > 0).
4.17. Finden Sie fiir die Dichte aus Aufgabe 4.14 eine Zahl a so, daB X mit gleicher
Wahrscheinlichkeit grofiere und kleinere Werte als a annimmt.

4.18. Finden Sie fiir die Dichte aus Aufgabe 4.15 eine Zahl a so, daB P(X = a) = 0,75.
4.19. Sei fix) = g 2¢ < fiir 0 < x < o und fix) = O sonst.

Finden Sie die Dichte von ¥ = X°.
4.20. Finden Sie fiir die Dichte f{x) = 2 fiir 0 < x < 14 und f{x) = 0 sonst
(a) eine Zahl a so, da3 die Wahrscheinlichkeit, daB X gréBer als a ist, gleich 0,2
ist;
(b) a so, daB} die Wahrscheinlichkeit, da X kleiner als a ist, gleich 0,05 ist.
4.21. Sei fix) = 2 fiir 0 < x < ¥4 und f(x) = 0 sonst. Fmden Sie die Dichte von

(@Y= X @Y= & ;
(b) Y=+X ; (Y= 2X+5;
©Y=InX: O Y=3%X.

4.22. Sei fix) = % fiir 1 < x < Ve . Finden Sie die Dichte von
(@Y=VY;
b) Y=X%
(c)Y=aX+b.

Benutzte und weiterfiihrende Literatur: Brunk (1965), Fisz (1970), Kreyszig
(1968), Mathai (1967), Mood-Graybill (1963), Papoulis (1963), Wadsworth-
Bryan (1960), Ventcel’ (1964), Ventcel’-Ov&arov, (1973).
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5. Mathematische Erwartung und Momente

5.1. Die mathematische Erwartung

Unter der mathematischen Erwartung oder einfach Erwartung der Zufallsvaria-
blen X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f{x) versteht man den Ausdruck

Y xfix) fiir diskrete Zufallsvariablen
EX) =1, G
_[x fx) dx fiir stetige Zufallsvariablen

—c0

wobei die Summe bzw. das Integral endlich sein miissen. Im empirischen Bereich
entspricht der erste Ausdruck eigentlich dem Mittelwert. Schitzt man nédmlich
aus der Stichprobef(x) durchfi/y, so kann man schreiben

fo(x) = %Zx,-f,- =X,

was bereits aus (1.7) bekannt ist. Der Erwartungswert ist eigentlich der Mittel-
wert einer theoretischen Verteilung.

Beispiel 5.1.1. Sei X die Punktzahl beim Werfen eines Wiirfels, dann ist die Dichte von
X

firx=1,2,3,4,5,6

1
f=18
0

sonst.
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Wie ist die Erwartung von X?
Ldésung: Nach (5.1) ist

21)=35.m

O\ —
[« 1)

6 6
1
E(X)=2xﬂx)=2x =-6-2x=
x x=1 x=1
Beispiel 5.1.2. Sei
x fir O0<x<1
fix) = 42—x fiir 1<x<?2
0 sonst.
Wir berechnen E(X).
Lésung: Nach (5.1) ist

g 1 2 31 3 2
E(x)=_[xj(x)dx=£x-xdx+{x(2—x)dx:[%:|0+|:x2_%:|l= .

Bei der Berechnung der Erwartung einer Funktion von X ist es nicht nétig, X
erst zu transformieren und dann die Erwartung der neuen Zufallsvariablen zu
berechnen, sondern man kann sie direkt mit Hilfe von fx) ermitteln. Wenn
y=¢(x) eine Funktion der Zufallsvariablen X ist, dann ist

Y o(x) fix)  fiir diskrete Zufallsvariablen
Elo()] ={ " (52)

_[ o(x) ix) dx  fiir stetige Zufallsvariablen

~—c0
\

wiederum unter der Bedingung, dal die Summe bzw. das Integral existieren.
Diese Behauptung ist leicht zu beweisen, denn laut (4.40) ist

[yeoray = [sno0 [ 0| dy = [y A0 dx = [0 ) ax
und analog fiir den diskreten Fall.
Beispiel 5.1.3. Sei fix) = 2 fiir 0 < x < Y4 und fx) = 0 sonst und sei ¥ = X, Wir suchen

E).
Losung: Der direkte Weg fiihrt durch (5.2) zu
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Y
E(Y)=E(e")=jze"dx=2[8‘]?2«/?-2:2(«/?—1) .
0

Der indirekte Weg fiihrt iiber die Transformation der Zufallsvariablen X. Wenn y = e,
dann ist

x=Iny
g _1
dy 'y

g(y):% fir 1<y<ve.

Daraus wird dann
Ve

2 Ve
E(Y)=_[y-;dy=[2y]1=2‘/;—2=2(‘f;—1)
1

was mit dem Resultat oben tibereinstimmt. B

Fiir die mathematische Erwartung gelten einige wichtige Sitze, deren empi-
rische Gegenstiicke aus dem Kapitel 1 bereits bekannt sind.

1) E@)=a (5.3)
d.h. die Erwartung einer Konstante ist die Konstante selbst.

Beweis: E(a)= | af¥) dx=a [f) dr=a-1=a.

Fiir diskrete Variablen ist der Beweis als Aufgabe gestellt. W

2 Elag(x)] = aE[@(x)] . (54)

Beweis: E[lag(x)] =Y, ap()fix) =ay, ¢(x)x) = aE[¢()] .
x X
Fiir stetige Variablen ist der Beweis als Aufgabe gestellt. B
Folgerung 1. E(aX) = aE(X). (5.5)

Der Beweis folgt automatisch aus (5.4), wenn man ¢(x) = X setzt. B
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Folgerung 2. E(aX + b) = aE(X) + b. (5.6)

Beweis: folgt aus (5.3) und (5.5), nimlich

E(@X+b) = J(ax+ b)) dx = a [ xf) dx+ b [ fix) dx =
=aEX)+b W B
Folgerung 3. E[X - E(X)] =0 (5.7

Beweis: Da E(X) eine Konstante ist, folgt E[X — E(X)] = E(X) E[E(X)]
=EX)-EX)=0 .m

Beispiel 5.1.4. Sei f(x) = % fiir We<x<1 und fix) = 0 sonst. Sei nun Y=3X-1.
Gesucht ist E(Y).

Losung: E(Y)

1 1
E(3X-1)=j(3x—1)%dx=j J)@:
We W

1
[6x-2Ins],_ = 5—%
g (4

Indirekt, wenn y = 3x - 1 ist, so ist

_y+l
* =3
‘Q 1
dy| 3
@)_L 3 5 .
g _y 1 \/—— <y<2 und g(y)=0 sonst.
Dann ist

2
2
Ew=| <2
o) 3I Sy
=1

Ve
Setzt man fiir die partielle Integration

132

so wird

2
j' —Ldy |:2yln(y+1)L - [2mp+ay

-1
e

: 6
2y+1—1n(y+1) 3 5-—+=
[ wol T e
wie oben (vgl. B2, Nr.17). @

s

T

Ubung 5.1.1. Sei fix) = % x (x— 1) fiir 1 <x < 2 und f{x) = O sonst. Finden Sie

EX).
Ubung 5.1.2. Sei fix) = 4x° fiir 0<x < 1 und Jfx) =0 sonst, Finden Sie E(Y), wenn

Y=X+1.
Ubung 5.1.3. Sei fix) = V, fiir x = 1, 2, ..., n (diskrete Rechteckverteilung). Finden
Sie E(X).

Ubung 5.1.4. Seifix) = (:) p* ¢" " *firx=0, 1,..., n (Binomialverteilung). Finden
Sie E(e).
Ubung 5.1.5. Sei fix) = LS fiir 4 < x < oo, Finden Sie E(X).

2x

5.2. Momente

Im weiteren werden wir uns mit Erwartungen einer speziellen Klasse der
Funktionen von X beschiftigen, ndmlich mit

oX) = X-0) (5-8)

wobei ¢ eine beliebige Konstante ist und r = 0, 1, 2, ... . Die Erwartung einer
solchen Funktion, d.h.

Y (x—c)fx) fiir diskrete Zufallsvariablen

E[X-c)]=/ wx 5.9

I(x —c)'fix) dx fiir stetige Zufallsvariablen

—c0
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nennen wir das r-te allgemeine Moment von X beziiglich ¢ oder das Moment
r-ter Ordnung beziiglich ¢. Die Existenz der Summe bzw. des Integrals wird
vorausgesetzt.

Fiir die Statistik sind solche Fille von Bedeutung, in denen ¢ einen konkreten,
speziellen Wert annimmt.

(I) Wenn ¢ = 0, dann nennen wir diese Erwartung das r-te Anfangsmoment
von X und bezeichnen sie als ', , d.h.

r

Y xfix)  fir diskrete Zufallsvariablen
EX)=p,=¢ 2 (5.10)
Jxrf(x) dx fiir stetige Zufallsvariablen.

—00

"

Wenn r = 1, so ist J;" = E(X), d.h. die mathematische Erwartung von X. Man
findet in der Literatur oft einfach p statt ;.

Beispiel 5.2.1. Sei f{x) = Y fiir | <x < e und f{x) = 0 sonst. Wir suchen das erste und

das zweite Anfangsmoment, d.h. p’; und p’s.
e

€
i ’ 1
Losung:E(X)=u1=Jx;dx=_[dx=[x]i:e—1.

1 1
e

e (4
p 1 2 211
E(X2)=p2:jx2;dx=dex=|:%:| =S-2=3-n.m
1 1 1

(IT) Wenn ¢ = ', = E(X), dann ergibt (5.9) das r-te Zentralmoment von X,
bezeichnet als i, d.h.

Y (x—wpAx) fir diskrete Zufallsvariablen
E((X-wy)l=p,=4 ° (5.11)

o

J (x—W)fx) dx fiir stetige Zufallsvariablen.

-
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Es ist leicht zu sehen, daB o= 1, weil [A(x)]° = lund = fx) bzw. | ftX) dx=1.
Weiter ist i; = 0, was bereits in (5.7) bewiesen wurde. Das wichtigste Zentral-
moment ist [l,, weil

Y - W)’ )
W=EX-p)1=vX)=c’=1{ " (5.12)

[ =) dx

—ca

die Varianz von X ist. In der empirischen Form haben wir sie unter der Bezeich-
nung s? kennengelernt. Von dort kennen wir auch schon einige Eigenschaften
der Varianz, die wir in dieser neuen Terminologie beweisen werden.

(1) vx) = EX%) - [E@P=p2-p1. (5.13)

Beweis: V(X) = E[(X—p'1)7] = E(X - EX)]?) =
= EX* -2 X EX) + [EQ)))
= E(X*) -2 EX) EX) + [EQOT
=EXY) - [E0’P=p2-pt m

(2) V(X+b)=V(X). (5.14)

Beweis: V(X +b) = E([X +b—EX+ b)]2)
- E([X +b—EX) — b]Z)
= E([x- EXP*) = vx) m
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(3) WV(aX +b) =a? V(X). (5.15)

Beweis: V(aX + b) = E([aX +b—E(@X+ b)]2)

= E([aX +b — aE(X) - b]2)

g E([ax - aE(X)]Z)

= K(Ix- E(X)]z)

=a’ V(X) ..
Der Ausdruck E[(X — c)2 ] ist die mittlere quadratische Abweichung der
Zufallsvariablen X von einer Konstanten ¢. Wir zeigen, daB dieser Ausdruck am

kleinsten ist, wenn ¢ = |1}, oder daB die Varianz die kleinste mittlere quadratische
Abweichung darstellt, d.h.

@) VX) <E[((X-c)’]. {2:d6)
Beweis: E[(X — )21 = E[(X - | + 1’1 — )]
= E([(X — WD+ W - c)]z)
= E[(X — W1) + 201 — )X - 1) + (' - ¢)’]
= E[(X - 1)’ + 201 — ) BX — ') + W'y — o)
—VD+(Wr-0)

weil E(X— ') =0, wie bereits bewiesen wurde, so daB das mittlere Glied
entfillt. Da

E[(X -0 = V&) + (W1 ~¢)
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folgt daraus, daB E(X - c)? 2 V(X). ®

Zwischen den Anfangs- und den Zentralmomenten besteht eine niitzliche
Beziehung, die man bei der Berechnung der Zentralmomente hiufig anwendet.
Wir gehen von der Definition (5.11) aus und entwickeln das Binom fiir r =0, 1,
2,3, 4:

Mo=ElX-w°l=E1)=1
P =EX-pp1=0
W= E(X - = EX*-20 X+ WD) =

=EX) -2 EX) + W% = wo—wyd (.17

ws=E[X-w)’l = EX -3 X +3 W X-p' )=
= E(X%) - 31 B +3 WP B - '

=Wa-3p L+ 3t -ny

=w3=-3pap+2p° (5.18)
We=E[X-w)*] = EX -4 X+ 60 X -4pi X +ph =
=Wy—4psp+6p, -3, (5.19)

Allgemein kann man fiir ein beliebiges » =0, 1, 2, 3, ... schreiben
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= E[(X-p")']

=E[[6)H'(1)X'_o [) wix- +()H'2Xr 2l

r

=E|Y @ Dphx -k

k=0

r r

) U(—l) w4 B =Z(,:)( DR 620)

Beispiel 5.2.2. Sei fix) = 4x fir 0 <x <1 und Jfix) = 0 sonst. Gesucht sind die ersten
vier Zentralmomente.

Losung: Wir verkiirzen uns die Arbeit, indem wir die Anfangsmomente berechnen
und aus ihnen mit Hilfe von (5.17) bis (5.19) die Zentralmomente finden. Es ist

allgemein
1 1

- (J;x'4x3dx = 4£xr+3dx -

woraus folgt:

’ _i. ’ _i. ’ _i. ’ _i
H1=35 W2=g K3==3 Hy=%

Man erhilt nun

2 4 (a4} 2
uzuzu =515 =75
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3
R P A 4 4 4 12
H3=u3—3u2u1+2u%=7—3'g'§+2(§J ==5625
Ha=We—4 W3 +6poni-3p]
2 4
4 4 4 4 (4 4 23
=3 _ 4.2 8, 6. 83 4[4 u
g 47 5he 6[5] 3(5] 8750 °

Beispiel 5.2.3. Sei fix) = % fiir x = 1,2,...,6 und f{x) = 0 sonst (Verteilung der Punkte-

zahl beim Werfen eines Wiirfels). Gesucht sind p’y, '3 und 5.
6

6(7
Losung: [’y = 3 x - % é2x=é--—{2~l—"(vgl B1, Nr.2)
x=1 x=1
o1 1< 1 6(NA2+1) 91
, =+
u2=2x2-g=g2x2—g === (val. BL, Nr3)
x=1 x=1

Nicht jede Verteilung muf unbedingt Momente haben. Ist der Ausdruck (5.9)
nicht endlich, so sagen wir, dal X keine Momente hat.

Beispiel 5.2.4. Sei fix) = % fiir 3 < x < oo und f{x) = O sonst. Wir berechnen |’y und
x

’

Wa.

=[5

le

Lésung: p'; = Jx ' -3—2 =3[In x]: =
3

w

u’2=jx2-;35dx=3jdx=3[x]:=
3 3

und genauso alle hoheren Momente. Daher hat diese Verteilung keine Momente. B
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Es gibt auch Verteilungen, die nur die niedrigeren Momente haben, wihrend
die hheren nicht vorhanden sind.

Beispiel 5.2.5. Sei fix) = fur g <x<= und f{x) =0 sonst. Wir suchen p’; und
25

W
Lésung: In Ubung 5.1.5 haben wir festgestellt, daB

1
=x—5dx=1
S 1,[ 2x3

A

ist. Fiir W/, ergibt sich jedoch

PR O SO SIS W 5 DI S
Wy =[x ~ dx=7 [Zdx=7 lins] ===
n
Das gleiche Ergebnis erhalten wir auch fiir die weiteren Anfangsmomente. Es existiert

somit das erste Anfangsmoment, nicht aber die htheren, B

Die empirischen Gegenstiicke zu den theoretischen Momenten bezeichnen
wir mit m’, fiir Anfangsmomente und m, fiir Zentralmomente. Die Definitionen
sind analog, némlich

, 1
m,=—ﬁ2x{f,~ 5.21)
H
und

m,=%2 =0 f; (5.22)

und die Beziehungen zwischen ihnen sind dieselben wie bei den theoretischen
Momenten.

Ubung 52.1. Sei fix) =2x -1 fiir ¥4 < x <3 und f{x) =0 sonst. Berechnen Sie

W1 und po.
Ubung 5.2.2. Sei f{x) = 2 fiir 0 < x < ¥4 und f{x) = 0 sonst. Berechnen Sie J’r.
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Ubung 5.2.3. Beweisen Sie, daB

) o 1),
(o} o}

[Benutzen Sie 5.6 und 5.15]
Ubung 5.2.4. In der Aufgabe 4.13 wurde die Verteilung der Punktesumme beim
Werfen zweier Wiirfel angegeben als

j(x)— furx 2,3,..,6; f(x)—————furx 7,8, ..., 12 und f{x) = 0 sonst.
Finden Sle u 1, W2 und po.

5.3. Die Tschebyschevsche Ungleichung

Eine der meistbenutzten Ungleichungen der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die
Tschebyschevsche Ungleichung. Sie behauptet, daB Abweichungen der Zufalls-
variablen von ihrem Erwartungswert desto unwahrscheinlicher sind, je groBer
sie sind, und sie erlaubt die Abschitzung der Wahrscheinlichkeit fiir Abweichun-
gen einer gegebenen GroBe. Ist o die Standardabweichung der Zufallsvariablen
X, so ist die Wahrscheinlichkeit, da$} sich X von dem Erwartungswert E(X) um
mindestens ko unterscheidet, oder in anderen Worten, da X auBerhalb des

Intervalls (E(X) — ko, E(X) + ko) liegt, hochstens L2 dh.

PIIX-EX)t>ko ]l< —2, wobei k > 0. (5.23)

Beweis: Fiir eine stetige Zufallsvariable kann man schreiben

PX - E(X)l 2 ko ] = ,f foydx . (5.24)
X - E(X)| 2 ko

Im Integrationsbereich gilt natiirlich, daB
X - EX)! 2 ko.

Dividiert man beide Seiten dieser Ungleichung durch kg, so bekommt man
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X — E(X) >1,
ko

woraus folgt

[X-ECOl

e

Ko
und daraus automatisch auch
[X- BT
[ o a CLE [ 1fwax
X — EQOl > ko X - EQOl > ko

Die Ungleichheit beider Seiten vergroBert sich noch mehr, wenn man auf der
linken Seite von -oo bis oo integriert, d.h.

o] X-EOP e 2 [ fwdr.
=00 X — E(X)| > ko

Da das Integral auf der linken Seite jetzt genau die Definition der Varianz ist
(vgl. 5.12) und die rechte Seite Formel (5.24) entspricht, so kann man schreiben

# > P(IX — E(X)| > ko),

was die Behauptung des Satzes war . B

Laut den Axiomen der Wahrscheinlichkeit folgt aus (5.23) sofort, daB

P(X - E(X)l <ko) 2 1 —% (5.25)

Da k eine beliebige Konstante ist, kann man fiir sie auch ¥ einsetzen. In diesem
Fall wird aus (5.23) bzw. (5.25)
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2
PUX—EX)I2k) < % (5.26)

bzw.
2

P(IX—E(X)I<k)21—%

Beispiel 5.3.1. Sei P(IX — W'yl 2 2k) < 0,05. Wir suchen k.
Lisung: Hier ist 6 = 2. Nach (5.23) ist 0,05 = L:2, woraus
1
K= 0,05~ @
k=447

d.h., die Wahrscheinlichkeit, da8 X von seinem Erwartungswert um mindestens
447G abweicht, ist hdchstens 0,05. Hier ist 0,05 eine obere Grenze der Wahrschein-
lichkeit, nicht aber die kleinste obere Grenze. B

Beispiel 5.3.2. Sei P(IX — u'jl < k) > 0,90. Wie lautet k, wenn ¢ = 3?
Losung: Nach (5.27) ist

2
o 9
0,90 = fimir = | 3
i K
woraus
k=90 =9,49

d.h., die Wahrscheinlichkeit, da8 X von p’; um weniger als 9,49 bei der gegebenen
Standardabweichung abweicht, ist sicherlich groBer als 0,90. Hier ist 0,90 eine untere
Grenze der Wahrscheinlichkeit, B

Ubung 5.3.1. Sei 6 = 1. Finden Sie k, wenn P(IX — p'1l < k) > 0,975.
Ubung 5.3.2. Sei 6 = 5 und P(IX — W1l 2 k) < 0,10. Finden Sie k.

5.4. Schiefe und Exzef§

Aus den Momenten lassen sich zwei weitere Charakteristika einer Verteilung
bilden, ndmlich das MaB der Schiefe oder der Asymmetrie und das MaB des
Exzesses oder der Wolbung . Nicht jede Verteilung muB unbedingt symmetrisch
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sein, wovon man sich leicht iiberzeugt, wenn man sich einige der bereits
erwihnten Verteilungen aufzeichnet.
Das MaB der Asymmetrie oder der Schiefe wird am hiufigsten als

Hs_ M3 (5.28)
353
S )

1=

definiert. Das dritte Zentralmoment kann positiv oder negativ sein, je nachdem,
auf welcher Seite die gréBeren Abweichungen vom Mittelwert vorhanden sind.
(a) Wenn v; > 0, dann ist die Schiefe positiv, d.h., die Verteilung ist linkssteil
wie in Abb. 5.1.
(b) Wenn y; < 0, dannist die Schiefe negativ, d.h., die Verteilung ist rechtssteil
wie in Abb, 5.2,
(c) Wenn v; = 0, dann ist die Verteilung symmetrisch um den Mittelwert.
Die “Steilheit” bzw. “Flachheit” einer Verteilung bezeichnet man als Exzef3
und definiert ihn als

Man bewertet den Exze8 einer Verteilung im Vergleich zur Normalverteilung,
wo er 3 betréigt, daher wird in (5.29) der Betrag von 3 abgezogen.
(a) Wenn ¥, > 0, dann ist die Verteilung steil und schmal.

(b) Wenn 7y, < 0, dann ist die Verteilung flach und breit.

Abb. 5.1. Linkssteile Verteilung Abb. 5.2. Rechtssteile Verteilung
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vy<0

Abb. 5.3. ExzeB

(c) Wenn 7y, = 0, dann sind die Steilheit und die Gipfelbreite der Verteilung
normal, d.h. gleich denen einer Normalverteilung. Alle drei Typen sind in Abb.

5.3 gezeichnet.

Wenn eine Verteilung keine hoheren Momente hat, dann ist die Berechnung
der Schiefe und des Exzesses auf die angegebene Weise nicht méglich. Bei den
empirischen Verteilungen ist sie jedoch immer méglich.

Beispiel 5.4.1. Wir berechnen die Schiefe und den Exzef} der Verteilung mit der Dichte

fx) = 4x fiir 0 < x < 'AZ und f{x) = O sonst.
Losung: Zur Berechnung brauchen wir die ersten vier Anfangsmomente. Es ist

Wz Wz 4+ ‘Wz
u’,:jxr4xdx=4jxr+ldx=['x——]a -

r+2
0 0
S rl (r+2),
2271
woraus
2.2 ma l ma_ 1 = L
H1= 3 “’2'—4’ H3—5\[2—, 1 12
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und

u2=%—%=0,0278
%
1 1 V2 2.2
Ma=ggz—3 4 5 + g7 =0.0027
1 1 V2 12 3-4

Setzt man diese Resultate in (5.28) und (5.29) ein, so bekommt man

yy =—20027_ 4 s80s,

(0,0278)%2

was eine negative Schiefe, d.h. Rechtssteilheit bedeutet. Das wird evident, wenn man
sich die Verteilung aufzeichnet. SchlieBlich ist

0,0018
=B84 06709,
2= 0,0278)2

d.h. die Verteilung ist etwas flach, B

Beispiel 5.4.2. Sei f{x) = x¢"” fiir 0 < x < oo und f{x) = 0 sonst (Gammaverteilung)., Wie
sind die Schiefe und der Exzef der Verteilung?
Ldsung: Es ist
1
W= [t eFdx=(r+ 1)1 [vgl. B2, Nr. 15]
0

Dieses Integral wird spéter ausfiihrlicher behandelt, jetzt reicht uns das Resultat

Wi=21=2
Wa=31=6
Wa=41=24
We=51=120
woraus
HB2=2; W3=4; py=24
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und schlieBlich

1= e = 14142,

was eine Rechtsasymmetrie bedeutet, und

24
To= 4 -3=3,

was einen ziemlich groen Exze8 bedeutet. ®

Beispiel 5.4.3. Gesucht sind die Schiefe und der ExzeB der empirischen Verteilung in
Tabelle 1.5.

Loésung: Wir berechnen die ersten vier Anfangsmomente tabellarisch (vgl. Tabelle
5.1).
Dann bekommen wir

5
, 1 440
m1=ﬁ E x,-f}=-—l48=2,9730

i=1

1462
m'y = NZx,f, Tag = 8784

i=1

5
, 1 5246
m3=ﬁ2x?ﬁ=m=35,4459

Tabelle 5.1. Berechnung der Anfangsmomente

% fi xif; 2 2 fi A f
1 12 12 12 12 12
2 35 70 140 280 560
3 54 162 486 1458 4374
4 39 156 624 2496 9984
5 8 40 200 1000 5000
% 148 440 1462 5246 19930
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5
my= Y 5t fi=10020 < 1346622,

i=1
woraus
my = 9,8784 — (2,9730)2 = 1,0397
ms = 35,4459 — 3 (9,8784) 2,9730 + 2 (2,9730)> = —0,1045

my = 134,6622 — 4 (35,4459) 2,9730 + 6 (9,8784) (2,9730)% - 3 (2,9730)* = 2,6452

und schlielich

y o= =2 === 0986,
mp  (1,0397)%

was eine Linksasymmetrie bedeutet, und

my4 2,6452
h= 330

73 = 5—3 = —0,5530
my  (1,0397)

was eine gewisse Flachheit bedeutet. W

Ubung 5.4.1. Sei f{x) = x fiir 0 < x < 1, {x) = 2 - x fiir 1 < x < 2und fAx) = O sonst.

2(2r+1_1) .

(a) Zeigen Sie, daB das r-te Anfangsmoment 'y = r+ D +2) ist [bedenken Sie,

daB 2r+3_2r+2=2r+2],

(b) berechnen Sie die Schiefeund  (c) den ExzeB.

Ubung 5.4.2. Berechnen Sie die Schiefe und den Exze8 der Verteilung flx) = 2x
fiir 0 < x < 1 und f{x) = 0 sonst.

Ubung 5.4.3. Berechnen Sie die Schiefe und den ExzeB der empirischen Verteilung

Xi IO 1 2 3
fi |3 22 10 5
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5.5. Die Taylorsche Formel

Es gibt eine Moglichkeit, die Momente einer Zufallsvariablen ganz allgemein
zu berechnen. Zu diesem Zweck bendtigen wir zundchst ein mathematisches
Hilfsmittel: die Taylorsche Formel. Die Methode der Reihenentwicklung nach
Taylor hat sehr viele niitzliche Anwendungen, von denen wir eine spezielle
Variante fiir unsere Zwecke benutzen werden.

Eine Funktion h(x) kann man durch ein (mdglicherweise unendliches) Polynom
n-ten Grades ausdriicken:

h(x) =ag+ayx+a X +azx+...+a,x", (5.30)

womit man eine Form erhilt, die die Funktion leicht berechenbar macht, wenn
man die Koeffizienten kennt.
Um nun die Koeffizienten g; zu finden, differenziert man (5.30) n-mal und

bekommt

K =aj+2ayx+3a35°+...+na, ¥~}
B'(x) =2a3+3-2a3x+...+n(n—-1)qa,x""
B'(x) =3-2-lag+...+n(m—-1)(n-2) g, x>

2

W@=nn-1)(n-2)...3-2-1a,
Setzt man x =0, so wird

h(0) =ao

h'(O) =a

h"(O) =2 a, = 2! a)
K”0) =3-2-1az=3!a,

K0 =n(n-1)n-2)...3-2-1a,=nla,
Aus diesen Ausdriicken berechnet man die Koeffizienten a; als

ap = h(0)
a; = 1'(0)
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hl’(o)
2=
A" (0)
a, = n! .

Setzt man diese Resultate in (5.30) ein, so erhdlt man

h(x) = h(0) +

h’(O) h”(O) h”’((}) 1 (0) ,
1 20 g% et X &2

Diese Reihe kann natiirlich bis ins Unendliche gehen, und sie ist nur ein
Spezialfall der Taylorschen Formel fiir x = 0.

Beispiel 5.5.1. Wir stellen ¢* mit Hilfe der Taylorschen Formel als eine unendliche
Reihe dar.

Lisung: Alle Ableitungen von ¢* sind

(k)
|:ex:| ="
Setzt man dieses Resultat in (5.31) ein, so bekommt man

0 eO 2 0 3 2 3
&=el +—-x+—x +§x +. —l+x+—+§+ .

Beispiel 5.5.2. In(1 — x) soll mit Hilfe eines Polynoms ausgedriickt werden.
Losung: Zuerst finden wir die einzelnen Ableitungen und setzen x = 0:

In(l-x)) =-—— - K©)=-1
1-x

In(l =) === WO)=-1

{In(1 -x)]" =- (1_'x)3—> h"(0) = -2!

[In(1 — )] = - (172——)?} S K90 =31

-X
(k=1)!
(1-—

[n(1 - 01® = - - K®0) =— (k-1)!

Verwendet man diese Resultate, so bekommt man schlieBlich
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2 3 4
X X X
=x-T-F-7—.. B (5.32)
Ubung 5.5.1. Zeigen Sie, daB
e _1+tx+——t22)f2+—t33’f +... (5.33)

Dieses Resultat wird im néichsten Paragraphen benutzt.
Ubung 5.5.2. Zeigen Sie, daB

2 3 4
_ X X (5.34)
In(1+x)=x 2+3 4+...
k=1
[Bedenken Sie, daB [In(1 +x)]® = M}ﬂ.]
1 +x)

5.6. Momenterzeugende Funktionen

In 5.1. haben wir bereits festgestellt, da man die Erwartung einer Funktion der
Zufallsvariablen X auch direkt, ohne vorherige Transformationen berechnen
kann (vgl. Formel 5.2). Es gibt einige wichtige Funktionen von Zufallsvariablen,
die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine groe Bedeutung haben. Wir wer-
den uns hier nur mit der Funktion ¢ beschiftigen. Wenn X eine Zufallsvariable
mit der Dichte f{x) ist, dann heiBt die Erwartung von ¢” die momenterzeugende
Funktion von X, wobei ¢ als eine reelle Konstante betrachtet wird, d.h.

z e” flix) fiirdiskreteZufallsvariablen
E(")=Mx(®H=1." (5.35)
J e” fix)dx fiir stetige Zufallsvariablen

-0

L

Nehmen wir beispielsweise den stetigen Fall und entwickeln unter dem Integral
¢™ in eine Taylorsche Reihe. Die Ableitungen nach x ergeben
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[e"‘ ]’ =t , woraus #'(0) =t

[e“ :I" =", woraus B”(0) =1

;
[e"‘ ]( gy , woraus A® (0) = £* .

Nach Einsetzung in (5.31) folgt daraus, daB

2 2 3.3
£ x
fx X,

2! 3!

r=1+tx+
Setzt man dieses Resultat in (5.35) ein, so erhélt man

2 2
M, ()= je Ax) dx= j(1+tx+—2,—+’3’,‘ o)) dx =

_jﬂx)dx+tjxﬂx)dx+2, j'x fa) -+ 5 Ixsj(x)dx+

=1+1EX)+ t2E(X)+ P [ECO)+ ...

2

—1+t|.L1+ u2+§u3+ (5.36)

Es ist leicht einzusehen, daB diese Funktion nach ¢ differenzierbar ist, wenn sie
existiert. Differenziert man (5.36) nach ¢, so bekommt man
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t2 3
"x () = P»1+tu2+ H3+ H4+

Setzt man nun ¢ = 0, so entfallen alle Glieder dieser Reihe auBer dem ersten, weil
alle eine Potenz von ¢ enthalten, und es ist

My ())=0=N1.

Die zweite Ableitung ergibt
2
M) =Py + 13+ Wet ...

und fiir = 0 wird es zu

[Mx (D)=0=H>2.

Allgemein bedeutet das, daB die r-te Ableitung der momenterzeugenden Funk-
tion nach ¢ in ¢ = 0 das r-te Anfangsmoment ergibt, d.h.

MY (B)];=0=EX )=}, . (5.37)

Wenn My (¢) existiert und die direkte Berechnung der Momente langwierig ist,
kann man diese Tatsache fiir die Berechnung der Momente anwenden.

Beispiel 5.6.1. Sei f{x) = e™ fiir 0 < x < o und f{x) = O sonst.
(a) Gesucht sind pt’y, p’; und p’5 direkt;
(b) wie lautet die MEF? p1;, 1’5 und '3 sollen mit ihrer Hilfe berechnet werden.
Losung: (a) Nach B2, Nr.15 ist

I'p+1)

pre'bxdx= .
bp+1
0

Daher wird

I“(2)

xe ¥dyx=—S" v =11=1

-:\
I
S — 3
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wo [ ax=T@ ca12
1
0
T 4
wy=[Re*ar =T 31=6
’ 1
(b) Die MEF ist
= it _x(1-9
Mx(z)=E(e'x)=Ie"‘e‘xdx=je"‘“")¢x=[‘31—t] =
0 0 0
1 -1
=——=(1-9".
i

Daraus ergibt sich

Wy=IMyx®loo=[1=Teo= 11 =0 —0=1
Wo= My ®)=o=[1 (1 - yoo=[12(1 =1 )0=2!=2
W3=M"ylrm0=[12 (1= ) Tioo=[123 (1= Mo =3! =6,

was mit dem obigen Resultat iibereinstimmt, B

Beispiel 5.6.2. Sei fix) = Ys fiirx =1, 2, ..., 6 und f{x) = 0 sonst (diskrete Rechteckver-
teilung, z.B. die Verteilung der Punktzahl beim Werfen eines Wiirfels). Wir suchen
E(X) und E(Xz) und berechnen sie direkt und mit Hilfe der MEF.

Lisung: Im Beispiel 5.1.1 haben wir festgestellt, da8 E(X) = p’; =3,5, und im

Beispiel 5.2.3 war E(X%) = W, = %. dle MEF ist

16
32

c\lH

My(t) = 2 e”

x=1
Hier ist es einfacher, die Summe nicht zu berechnen, sondern so zu belassen. Dann
wird
1 6
'X(t)=gzxetx
x=1

und
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6
» 1 3
W Oho=g X =180 _55
Weiter ist
1 6
'x(t)=gzxzetx
x=1
und
1 6 1 6(7)(12+1) 9
” +
[M"x (D=0 EZ g'#ﬁl=?1.l

Die Transformation der Zufallsvariablen ergibt auch transformierte MEF.
Zwei Fille sind besonders wichtig.

(1) Mx+a() =€ Mx (2 (5-38)
Beweis: My, , () = E(¢®*9) = E(X*"% = E(X )
=¢" E(e'x) ="My () .M
Folgerung: Setzt man a ="}, so ist
My_y, () =€™1 My (1). ® (5.39)
Mit Hilfe dieses Ausdruckes lassen sich die Zentralmomente berechnen, denn

Beispiel 5.6.3. Im Beispiel 5.6.1 haben wir festgestellt, daB die MEF fiir f{x) = ¢ fiir
0 < x < e und f{x) =0 sonst (1 — l‘)'1 war. Gesucht ist die MEF von Y=X -1 (1 war
nédmlich p’;) und daraus P, und pi3.

Lésung: Wenn My(t) = (1 — &), dann wird nach (5.39) My_; (t) =e~* (1-2)"'
Daraus ist dann
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My_1()=-"1-"+et -0

und
M= [Myx_1(®=0=-1+1=0.
Weiter ist
My_1(0=e'Q-pl-t-t2-et Q-0 2+e"20-9"
und
W= [Mx_1O=g=1-1-142 =1
SchlieBlich ist
e (==t A=+ Q-2+ Q-2 -

2 (-0 4= =27 (107

—2e -0 +3267 (-0,
woraus

M3 =M% 1(®=o=-1+1+1-2+1-2-2+6 = 2,

Dieselben Resultate bekommt man, wenn man die Zentralmoniente mit Hilfe der
Anfangsmomente 1’y = 1, W =2, |'3 = 6 berechnet (vgl. Beispiel 5.5.1). ®

(2) Max+b () = € Mx (ta) (5.41)
Beweis: Myyp () = E(€ D) = B+ ?) = B¢ ) = £” E(¢'™) =
= &® My (ta)

Auch hier ist ein Spezialfall wichtig, nimlich

—tW,
M{X-u'lj(t) =0 My (f.} (542)
= o
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was automatisch nach Einsetzung von a =% und b = —% folgt.

So transformierte Variablen sind “normiert”, und ihre Erwartung ist gleich 0
und ihre Varianz gleich 1 (vgl. Ubung 5.2.3). B

(3) SchlieBlich kann man zeigen, daB die momenterzeugende Funktion einer

Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen das Produkt der momenterzeugen-
den Funktionen einzelner Zufallsvariablen ist, d.h.

n
My +x,+..+x, ) =TI My () (5.43)
i=1

Beweis: My ix..4x,(0) = B! %1%t 4X)
= E@e™ ™ ... &™)

= E(¢™) E(e%) ... E(e™)
=IIMy (1) .M

i=1

Ubung 5.6.1. Sei Ax) = (;) p*q" " *fiirx=0, 1, ..., n und Ax) = 0 sonst.

Zeigen Sie,daB Mx ()= (q+p ¢)" und berechnen Sie daraus w.
Ubung 5.6.2. Setzen Sie in der Ubung 5.6.1 Y=X—p’1 und zeigen Sie, daB

My(@®)= ! (q+p ¢)". Berechnen Sie aus diesem Ausdruck H2.

Aufgaben

5.1. Beweisen Sie, da§ E(c) = c fiir eine diskrete Zufallsvariable.
5.2. Beweisen Sie, daB E[c h(x)] = ¢ E[h(x)] {Ur eine stetige Zufallsvariable.
5.3. Finden Sie fir jede der folgenden Verteilungen p’,: '

(@) flx) =4xfir0<x< U2

b)) fix)=xe*fir0<x<eo
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) fx)=6x(1-x)flir0<x<1
(d)ﬂx)=§x(x— Dfirl<x<?2
(€) fx) = x filr 0 < x < (35)”
Ofx)=2x-1fiir h<x<H
(g)f(x)=%(x+ l)fiiri—l <x<1

(h)f(x)=1—18(x+3)fi1r-3 <x<3

1

(i)ﬂx):w—fﬁr2a<x<2b

G fx)= \I—fur0<x<l

5.4. Berechnen Sie |, fiir alle Verteilungen in Aufgabe 5.3.
5.5. Seis(x) das dritte Zentralmoment der Zufallsvariablen X, und sei ¥ = aX. Zeigen

Sie, a8 p3 () =@ 3 (¥).
5.6. Berechnen Sie die Schiefe und den ExzeB von fix)=1 fiir 0<x<1 und
Sfx) =0 sonst,

5.7. Seifix)= b_ia fiir a < x < b und f{x) = 0 sonst. Berechnen Sie
@p,; (c) die Schiefe;
(0) P2, M3, Has (d) den ExzeB.

5.8. Zeigen Sie, daB py > p2.
5.9. Der Ausdruck

ElxX-wy|

heiBt r-tes absolutes Moment beziiglich ' 1. Speziell heiBt E| X — W', | die mittlere

Abweichung. Berechnen Sie die mittlere Abweichung, wenn f{x) =4 X fiir
0 < x <1 und f{x) = 0 sonst.

5.10. Zeigen Sie fiir die Verteilung in Aufgabe 5.9, daB ¢ > E|X — 14 |.

5.11. Zeigen Sie allgemein, daB ¢ 2 E| X — 'y | ist.

5.12. Sei p’4 (x) das vierte Anfangsmoment der Zufallsvariablen X. Sei Y= aX +b.
Finden Sie u 4 (). [Setzen Sie E[(aX + b) *] und entwickeln Sie. ]

5.13. Sei f(x) = 2 fur \/1—<x <1

(a) Finden Sie E(T);
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2
(b) Finden Sie die Dichte von ¥ = X? und daraus E(Y).

5.14. Sei fix) = \/——fur0<x<1

(a) Finden Sie das r-te Anfangsmoment von X2;

(b) finden Sie die Dichtevon Y = X?und zeigen Sie, daf3 das r-te Anfangsmoment
von Y identisch ist mit (a).
5.15. Sei f(x) = 4x fiir 0 < x < A7 und f{x) = 0 sonst.
(a) Finden Sie E(ex);
(b) finden Sie die Dichte von ¥ = " und daraus E(Y) und vergleichen Sie mit (a).
5,16. Der Median (M) ist derjenige Wert,der die Verteilung in zwei gleiche Teile
unterteilt, d.h. P(X < M) = P(X > M) = ' (bei diskreten Zufallsvariablen ist es
etwas problematischer). Finden Sie den Median fiir folgende Verteilungen:

(a) fix) = 4x3fl'ir0<x<1
© )= furl<x<oo

(c)f(x)=—ftir1<x<e

@Ax) = —fura <x<oo

(e)f(x)—xfur0<x<1undf(x)=2—xfiir1<x<2.

4

5
5.17. Self(x)—S—x ¢~>* fiir 0 < x < o und f(x) = O sonst.

(a) Finden Sie ',
(b) Finden Sie die momenterzeugende Funktion;
(c) berechnen Sie )’y und 1’5 aus der momenterzeugenden Funktion.

5.18. Der Modus einer stetigen Verteilung (x;4) ist der hiufigste Wert, d.h. das lokale
Maximum der Dichtekurve, und er wird berechnet aus f’(xj) =0, wenn

f"(xpp) < 0. Finden Sie den Modus von fix) =x ¢~ fiir 0 < x < o, [Setzen Sie
f'(x) =0 und berechnen Sie x. ]

2
5.19. Sei fix) = x* ¢ * fiir 0 < x < oo, Berechnen Sie
(2) Wy [vgl. B 2];

onl B

(c) den Modus.
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5.20. Finden Sie die obere Grenze der Wahrscheinlichkeit P| X - 'y | 2 k 6, wenn

@k=1;

(b) k=2;

©k=3.
5.21. Sei X = aY + b. Zeigen Sie, daB

@ 0)=" () und

(b =Y (x).

)% 0)=% &) 6. Multivariate Verteilungen

Benutzte und weiterfiihrende Literatur: Cramér (1966), Fichtenholz (1971), Fisz
(1970), Gnedenko (1968), Kapur-Saxena (1970), Mood-Graybill (1963), Vent-
cel’-Ov&arov (1973). 6.1. Grundbegriffe

Bisher haben wir uns nur mit Verteilungen einer Zufallsvariablen beschiftigt, es
ist aber moglich, auch Verteilungen mehrerer Zufallsvariablen zu konstruieren,
d.h. solche, bei denen die Wahrscheinlichkeitsfunktion eine Funktion zweier
oder mehrerer Verdnderlichen ist. Ein Beispiel aus der Linguistik ist die Vertei-
lung der Wortlinge, wenn sie gleichzeitig als Funktion der Phonem- und der
Silbenzahl betrachtet wird.

Wir werden uns hier nur mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen zweier Zufalls-
variablen beschiftigen und werden sie als f{x,y) bezeichnen. Analog zu eindi-
mensionalen Zufallsvariablen miissen auch hier die Bedingungen

Axy) 20
und
F(oo,00) = _{, _J; foy) dxdy=1 (6.1)
ZZ, fxy)=1

erfiillt sein.
Die Verteilungsfunktion ist auch analog, ndmlich

y x
[ [ fwsnyar ay
F(x,y)=P(X<x,Y<y)={—— (6.2)

Y YA

X<xy <y
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Die Wahrscheinlichkeit, daB beide Zufallsvariablen in einem bestimmten Inter- Die Verteilungsfunktion be’reéhnet man

vall Werte annehmen, wird » L 0 1 durch einfache Addition. Filr ein gegebenes
0 1o 30 F(x,y) addiert man zu der Wahrscheinlich-
P(x; < X x5, y1 < YS yp) = F(x3,y7) — F(x1,y0) — F(x,y1) + F(x1,y1), (6.3) 1 640 20 keitin der Zelle (x,y) alle Zellen links, schrig
2 5/20 30 nach links oben und oberhalb von (x,y). So
was in Abb. 6.1 anschaulich dargestellt wird, Um die weiBe Fliche zu berechnen, = kann man vollstindig schreiben
die das in (6.3) angegebene Intervall darstellt, betrachten wir zunichst die ganze
Fliche F(x,,y;), von der wir die Fliche F(x;,y,), bezeichnet mit Rechtsschraffur y<0 0sy<1 y21
(/ / / /), und die Fliche F(x,,y,), bezeichnet mit Linksschraffur (\ \ \ \), abziehen x<0 0 0 0
miissen. Da wir dabei die Fliche F(x,,y), bezeichnet sowohl mit Links- als auch 0<x<l 0 Yao Y0
mit Rechtsschraffur (xxxx), zweimal abgezogen haben, miissen wir sie einmal 1sx<2 0 Yo %0
wieder hinzufiigen. Daraus resultiert Formel (6.3). x22 0 1240 1
y
oder in der tiblichen Form
Y2 :
ﬁ;/ [0 fir x<Oodery<0
Ly fiir0<x<1, 0<y<l1
" ‘A 4o fir0<x<1, y21
' \\- F(x,y)={ Yo fiir 1<x<2, 0<y<1
\ 2 fiirl<x<2,  y21
\\ 2 filr  x22, 0Sy<l
AN 1 fir x22, y21.m
X1 X X :
Abb. 6.1.Schema zur Berechnung eines zweidimensionalen Intervalls Beispiel 6.1.2. Sei fix,y) = k(x +y) filr 0<x<1, 1 <y<2 und fx,y) =0 sonst. Wir
bestimmen k.
Liésung: Wir benutzen Gleichung (6.1) und berechnen
Beispiel 6.1.1. Sei 12
Yoo firx=0,y=0 k'”(x+y)dydx kj[xy.(.l’_:rdx kj(x+ )dx
Yoo fiirx=0,y=1 01
6/20fiirx=1,y=0 2
fxy) =1%o firx=1,y=1 [ le ){2 2)
Yofirx=2,y=0
Yoo firx=2,y=1
| 0 sonst Da nach (6.1) 2k = 1, folgt daraus
eine zweidimensionale diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion. Wir finden die Vertei- k =% all

lungsfunktion F(x,y).
Lésung: Die WF kann man auch tabellarisch darstellen:
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Beispiel 6.1.3. Finden Sie die Verteilungsfunktion fiir die Dichte f(x,y) = V4 (x + y) fiir

0<x<1,1<y<2undfix,y) = 0 sonst.
Losung: Fiir das Intervall —o < x <0, — <y £ 1 ist F(x,y) = 0.
FirO<x<1,1<y<2wird

xy X 3
F(x,y)=%jj(x'+y’)dy’dx’=%_[l: :[dx'—
01 0

— [\) |

—x@-1Dx+y+1).

.h

Firx 21, 1 <y <2 wird lediglich in das vorherige Resultat x = 1 eingesetzt, so dah

1
Foey)=4 -1 0 +2).
Fiir 0 <x <1, y > 2 wird wiederum nur y = 2 eingesetzt, und es wird
1
Feoy)=4x(x+3)

und fiirx = 1, y 2 2 ist dann
Fixy)=1."

Zusammenfassend kann man schreiben

f

0 fir x<0, y<1
%x(y—l)(x+y+l)fﬁr0<x<1,1<y<2
Flxy) =1 %(y-—l)(y+2) fir x21,1<y<2

%x(x+3) fir0<x<1, y22

1 fir x21, y=22.m
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1} .L 1 1x%y x? ¥y
0(” ) Ejd’(:zT"z‘*T‘

-t

Beispiel 6.1.4. Sei flx,y) = Yh(x+y) fir0<x<1,1<y<2und f(x,y) O sonst Fin-

denSie Pa<X<1,I<¥Y<2)
(a) durch Integration,
(b) mit Hilfe von (6.3).
Losung:
) 12 . 1 "
(a)P(1/2<X<1,3/2<Y<2)=EI j(x+y)dydx=ij|:xy+%
B¥% )

I:"‘:: [
&
I

(b) Aufgrund von F(x,y) im Beispiel 6.1.3 haben wir

ST
1 1(1 1(3 3 1 1(3 .\(1. 3
=1—Z-E(E+3J—Z[E—l)(5+2)+z-2(2 l)(2+2+1J

=1-0,4375-0,4375 +0,1875=0,3125 W

Ubung 6.1.1. Bestimmen Sie k, wenn f{x,y) = ke"* * fiir x, y > 0 und f{x,y) =0

sonst.

Ubung 6.1.2. Sei fix,y) = 2¢™ 7 filr 0 < x < y < oo und f{x,y) = 0 sonst. Stellen Sie

fest, ob es sich um eine Wahrscheinlichkeitsfunktion handelt.

Ubung 6.1.3. Sei fix,y) =4xy fir 0 <x<1,0<y< 1 und j(x,y) 0 sonst. Finden

Sie F(x,y). y A 5 3
Ubung 6.1.4. Sei f{x,y) tabellarisch wie x
nebenstehend gegeben: 0 %s Ys Yis
(a) Finden Sie F(x,y); 1 Ns  Ms s
(b) Berechnen Sie P0<X<1,2£Y<3),
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Ubung 6.1.5. Sei flx,y) = ¢"** fiir x, y > 0 und f(x,y) = 0 sonst. Berechnen Sie
PX<1,Y21)

6.2. Randverteilung

Stellen wir uns eine diskrete zweidimensionale Verteilung vor, Die Wahrschein-
lichkeiten konnen tabellarisch angegeben werden wie in Tabelle 6.1, In der
Tabelle befinden sich die einzelnen Wahrscheinlichkeiten f{x,y) = P(X=x, Y=y).
Es ist nicht unbedingt notig, da die Zufallsvariablen mit 1 anfangen. Sie kénnen
auch negative Werte oder 0 annehmen.

Daher ist es oft tiblich, die Zufallsvariablen noch mit einem Index als x; bzw.

¥; zu kennzeichnen, was wir hier jedoch unterlassen werden. An den Rindern
der Tabelle stehen die Summen der einzelnen Zeilen bzw. Spalten, d.h.

f) = fixy)

y

bzw.
fy) =Y. fxy) (&)
Tabelle 6.1. Schema einer zweidimensjonalen diskreten Verteilung
X\Y 1 2 3 y n fx,)
1 ALY 1AL | AL3) .. | ALy) - [ ALn) | R1,)
2 J2.0) f2,2) f2,3) f2y) f2.n) n2,)
3 SB[ f32) [f33) | .. |f3y - | fBm) | f3.)
x fix1) f(x,2) fx3) fxy) Slx,n) ftx,)
m fim,1) fim2) JSim,3) Sim,y) flm,n) fim,)
S.y) JG,1) f.2) | f.3) v | SGY) | fln) 1
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die nun auch eine Verteilung darstellen, ndmlich die Randverteilung {/on X bzw.
Y. Offensichtlich ist f{x,.) 2 0, A.,y) 2 Ound Z, fx,.) = Z, A.,y) = 1. Die Randver-
teitungen wollen wir definieren als

.

[feyydy  frstetige Zufallsvariablen
6.5
[@=1"" ©2)
z Jix,y) =flx,.) fiir diskrete Zufallsvariablen
y
und
J fxy) dx fiir stetige Zufallsvariablen
6.6
L= ©©

z Jx,y) =f.,y) fiir diskrete Zufallsvariablen

x

Sucht man also die Randverteilung X, so mufl man iiber ¥ summieren bzw.
integrieren und umgekehrt.

Beispiel 6.2.1. Finden Sie die Randverteilung von X, wenn flx,y) =4xy fir
0 < x,y < 1 und fix,y) = 0 sonst.
[0 < x,y < 1 stellt eine verkiirzte Schreibweise fir 0 <x <1, 0 <y < 1 dar]

Losung: Nach (6.5) ist

w 1 -
f1(x)=_[f{x,y) dy=j4xydy={4—le] =2xfirO<x<1.
0 0

—on

Man integriert lediglich im Definitionsbereich, da der Integrand auflerhalb des Defi-
nitionsbereiches sowieso als 0 definiert wurde. B

Beispiel 6.2.2. Sei fx,y) folgendermaflen gegeben
f0.1) =Y, 0,2) = %o,
f(l’l)=3/10, f(l,Z) =4/10;
Sflx,y) =0 sonst.

Finden Sie die Randverteilung von Y.
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Ldsung: Die Randverteilung von ¥ wird durch die Spaltensummen dargestellt,
némlich
RO,1) +A1,1) = Vio+ Y10 =40 firy=1,
£0,2) +£(1,2) = %10+ %0=%0 fiiry=2,

d.h.
firy=1
»0)= fiiry=2

sonst. ®

Jede Randverteilung hat natiirlich auch ihre Verteilungsfunktion, die wir
analog mit F;(x) bzw. Fx(y) bezeichnen und definieren als

[rerax =] [fxy) dyav ©7
Fy(x) = F(x,00) = = s
Y A=Y Y Ay
X<x ¥<x ¥y
bzw.
szmdy I fﬂx,y)dxdy ©6.8)

Fy(y) = F(o,y) =4~

Y A= 2 Zﬂx,y)

¥ <y y<y *

Beispiel 6.2.3. Sei fix,y) = V5 (x +y) fir 0<x <1, 1 <y <2 und fx,y) = 0 sonst. Be-
rechnen Sie
(a) F1(x) und

(b) Fr(y) .
Ldsung: (a) Der Hauptteil der Verteilungsfunktion ergibt nach (6.7)
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x2 x x )
Fl(x)=%jj(x’+y)dydx’=%j|:x’y+L:|z =%I(x’+ )dy{:
0 0 :

01
2% 3| 1
=5 7+—- Zx(x+3)fﬂr0<x<1.

Daher ist

0 fir x<0
Fix)= %x(x+3)fiir0<xcl

1 fir =x21.

Diese Formel haben wir bereits im Beispiel 6.1.3 angetroffen, so daB es leicht ist, die
Zusammenhinge von F(x.y), und F(x) bzw. F5(y) zu ersehen.

(b) Der Hauptteil von F,(y) ergibt
¥ 2
g+l orf55] -
1

%(y—l)(y+2)f(1rl<y<2.

8=

yl1
F)=3 [ [a+y) dedy =
10

_1(y_1 L
‘2(2 2t 2~ 2)

Daraus ist

0 fir y<1

Fy) =17 0=1) 5 +2) firl<y<2

1 fir y22

was mit dem Resultat in Beispiel 6.1.3 iibereinstimmt. H

Ubung 6.2.1. Sei fix,y) = 8x (1 - 2y) fiir 0 <x < 1, 0 <y < Y5 und f{(x,y) = 0 sonst.
Finden Sie

@ fG);

®) L)

Ubung 6.2.2. Sei f{x,y) = 3x fiir 0 <y < x < 1 und f{x,y) = 0 sonst, Finden Sie
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(@ fix);
(b))

[Beim Integrieren sind die Grenzen (y,1) fiir x bzw. (0,x) fiir y.]
Ubung 6.2.3. Sei f{x,y) folgendermaBen gegeben:

f1,3)=%s; AL =%¢; f1.5)=%6;
A23)=Ye; 24 =Y6; A2,5)=Ye;
und f{x,y) = 0 sonst. Finden Sie
(@) f1(x);
(®) 20).

6.3. Bedingte Verteilung

Dividiert man in Tabelle 6.1 in der Zeile x alle fx,y) durch ihre Summe f(x,.),
d.h, die gemeinsame Verteilung von X und Y durch die Randverteilung von X,
so ergeben sich in den einzelnen Zellen neue GréBenxy)4y,.) , die immer groBer
oder gleich 0 sind und deren Summe 1 ergibt, so da8 man sie auch als Wahr-
scheinlichkeiten auffassen kann. Sie stellen eine neue Verteilung dar, nimlich
die bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung, daB X = x ist. Aufgrund der
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit kénnen wir nun die bedingte Dichte
der diskreten Zufallsvariablen Y unter der Bedingung X = x definieren als

PX=x,Y=y) _ fxy) _ fxy) (6.9)
P(X =1x) fx) AR

gO/lx) =

Entsprechend erhélt man fiir die Spalten von Tabelle 6.1 die bedingte Dichte von
X unter der Bedingung Y =y als

PX=x,Y=y) - fxy) == Sxy)

) = - .
W) = =y Ay - A)

Fiir eine stetige Zufallsvariable gilt analog

golx) = l;i(tl)) (6.11)
A

bzw.
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fxy) 6.12
glxly) =~ ===, 6.12)
£0)
Die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen erhalten wir analog zu der
bereits bekannten Definition der Verteilungsfunktion als

o

y
y [ poeyy ay
[rmay ==
FOoly=4{ Hi() (6.13)
D fxy)
S Ay =YSr
L ¥s<y S
bzw.
x ) J. f(x’ »y) dx’
I fHlyydd ==
Flxly)={ ) (6.14)
> A )
> fixly) =45
Xsx 50)

Es 18t sich leicht zeigen, daB F(eolx) = [ Aylx) dy = [ Axly) dx = Flealy) = 1,

—oo —00

denn es ist z.B.

. [ fixy) ay
Flesb) = [fol)dy ==

@
A® A
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und analog fiir F(eely).

Beispiel 6.3.1. Eine diskrete Verteilung ist folgendermaBen angegeben:
A-1.1) =%y A-1,2)=%; A-13) =Y
RO, 1) ="Yay; R0,2)=Ya; R0,3)=%;
AL 1)=%y; R1,2)=%; f1,3) =1

Berechnen Sie die bedingte Verteilung
(a) von Y, wenn X = —1;
(b) von X, wenn Y =2,
Ldsung: (a) fiir f{ylx) brauchen wir die Randverteilung von X. Es ist

8, fiirx=~1
fix) =fx,)=4{ %1 firx= 0
81 firx= 1.

Fiir uns ist relevant {—1,.) = %1, Durch diese Zahl dividieren wir die Zahlen der ersten
Zeile und bekommen

r

3 3

=== firy=1

8, 8 %

4

#=i fiiry=2

Yo 8
ﬂylx=—1)=< 1

W1 o

8. 8 Y

0 sonst,

(b) Fiir diesen Fall brauchen wir f(y). Durch Summierung ergibt sich

%, firy=1
LO)=R.y=1 % firy=2
%1 firy=3
woraus wieder
Yor 4 .
VZI =10 fiir x =1
3 1
=7~ flirx=0
104, 10
f(xly = 2) =4 5/211 5
'1% = T6 firx=1
0 sonst. W
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Beispiel 6.3.2. Sei flx,y) = x + y fiir 0 < x,y < 1 und f{x,y) = 0 sonst. Finden Sie

(a) folx);

(b) fylx = V4.

Losung: (a) Die Randverteilung von X ist
1

1
2
f1(x)=j(x+y) dy=[xy+'%:| —x+1 firo<x< 1,
0

2
0
woraus
+
fo=""F firo<y<1,0<x<l.
x+5
(b) Wenn x = V4, so wird
1
27y
ﬂylx=1/2)=1 1=y+§ fir0<y<1.®

272
Beispiel 6.3.3. Finden Sie fiir das vorige Beispiel

(a) FOlx);
(b) Fylx = V4).

y,z
Y x+y" xy + )
i y 2 2xy+y
Losung:(a) F(ylx) =_[ I dy = i e
ol x+= x+—
2 2 )

Die bedingte Verteilungsfunktion lautet folglich

0 fir y<O0

2y +y°

Foly =222

fir0<y<1,0<x<1

1 fiir y21.

(b) In die obere Formel setzen wir x = 5 ein und erhalten

0 fir y<0
Folr=15) =42y (1+y) fir0<y<1
2

1 fir y21.H
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Beispiel 6.3.4. Sei fix,y = 8xy fiir 0 < y < x < 1 und f{x,y) = 0 sonst. Finden Sie
(@) fox);
(b) fxly).
X
Losung: () £i(x) = [8xydy = [4xy2:[; = 4 fir0<x<1
0
und daraus ist

foy =22 =B fyro<y<s0<x<l,
4x X

1
1
(b)fz(y)=I8xydx=[4x2y1y=4y—4y3=4y(1 -y fir0<y<1,

y
woraus

fixdy) = by =

= firy<x<1,0<y<1. ®
2 2
ya-y) 1-y

Die Bedingung muB nicht unbedingt auf einen Punkt beschrinkt sein, sondern
kann auch durch ein Intervall gegeben werden. Die Formeln leitet man leicht ab,

wenn man bedenkt, daB
P(x;<X<x), Y<y)
P(x1 < X < xz)

FOlx<X<x) =

y %2
[ [y ax ay

—oa Xy

x
[ fitx) ax

_ FOy) - F(x1,9)
Fi(x) - Fi(xy)

Die Ableitung dieses Ausdrucks nach y ergibt
%
f fxy) dx
fylx <X<x) = ’22—
[i00) ax

*1
So kann man gleichzeitig auch fiir diskrete Zufallsvariablen definieren
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ﬂylx1<XSx2)=*

Fylx; < X <xp) =1

[ x X,

Y fxy) Y fxy)

x=x+1 x=x+1

X
Y fx)  Fi(x) - Fix)
x=x+1 (6 15)

[repar  [fxyax

x _ x,

[A@dr  Fya) - Fio)

X1

X X
S Y)Y Y fxy)

Y<y x=x+1 Y<Sy x=x+1
- =
Y fix.) Fi(xp) — F1(x1)
Pt (6.16)

¥y 5 y %2
[ [reynaxay [ [y axay

—eo.l.'l _ —ooxl

Xy
[ ax Fy(x) - Fi(xy)

L X1

Beispiel 6.3.5. Finden Sie fiir die Verteilung in Beispiel 6.3.2

@) Vs < X < W);
(b) FylVs < X < W),

Losung: Im Beispiel 6.3.2 war f{x,y) = x +y fir 0 <x,y < 1 und f(x) =x + ¥ fir

0 < x< 1. Daraus folgt
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b

h
_[(x+y)dx ,:x;+xy:|

1_,.1 % _ v
(a) f(yl3<X<2)-,/2 = Ty =

g [543,

%)

= %(5+12y) fir0<y<1.

y
1 1. T1 .
(b) F@|§<X<5)=jﬁ(s+uy)dy
0
=1—11y(5+6y) fir0<y<1.m

Analog zu der Definition der Unabhiingigkeit zweier Ereignisse betrachten
wir die Zufallsvariablen X und Y als unabhdngig, wenn

fxy) =) L), 6.17)

d.h. wenn ihre gemeinsame Verteilung das Produkt ihrer Randverteilungen ist.
Wenn zwei Zufallsvariablen unabhéngig sind, dann ist

fxy) A L)
l = =]
0 =gy = 7

= filx),
und analog ist

fey)  AWAO)
Ix = =S
o8 =@ = aw

= 5H0).

Beispiel 6.3.6. Sei f{x,y) =8x(1~-2y) fir 0<x<1, 0<y<% und Six,y) =0 sonst.
Stellen Sie fest, ob X und ¥ unabhtngig sind.
Lésung: In Ubung 6.2.1 haben wir festgestellt, daB

fix)=2x fir0<x<1
HO)=4(1-2y) firo<y<l.
Daraus folgt

H®) H0) =2 -4 (1-2y) =8x (1 - 2y) =flx,y),
also sind sie unabhingig. ®
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Beispiel 6.3.7. Sei fix,y) = 3xfiir 0 < y < x < 1 und f{x,y) = 0 sonst. Stellen Sie fest, ob

X und Y unabhingig sind.
Lésung: In Ubung 6.2.2 haben wir festgestellt, daB

filx) = 3% fir0<x<1

und

H0) = %(l—yz) fir0<y<1.

Da
A®AD) = 5521 = # fx)

ist, schlieBen wir, daB X und Y nicht unabhéngig sind. ®

Beispiel 6.3.8. Beweisen Sie, daB F(x,y) = F}(x) Fo(y), wenn X und Y unabhiingig sind.

Losung: Fiir eine stetige Verteilung ist
xy xy

Foey) = [ [ feanay ax = | | ae) p00) ay ax =

x y
. J.f1(x') ax’ jfz(}") dy’ = Fi(x) Fo(y). ®

Beispiel 6.3.9. Sei eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion fx,y) folgendermallen
gegeben:
fo.n="%; f0.2)=%;
A1) =34; f12)=%.
Stellen Sie fest, ob X und Y unabhéngig sind.
Lésung: Wir berechnen zuerst die Randverteilungen

Ygfiir x=0 _[%&fiir y=1
fl(x)—{%fiir x=1" fZ(y)’{“/g fiir y=2"

Wenn alle fix,.) f(.,y) =f(x,y) wiren, dann wiren X und ¥ unabhéngig. Da aber schon
34_3 ,1_

eriibrigt sich die weitere Rechnung, weil X und Y danach nicht unabhéngig sind. ®

177



Ubung 6.3.1. Sei fix,y) =2 (x +y) fiir 0<x<1, 1<y<2 und f(x,y) =0 sonst.
Finden Sie

(a) fixly); (©) fixly < %).

(b) F(xly);

Ubung 6.3.2. Seifix,y) = Vafir0<x<1,0 < ¥y <2und fix,y) = 0 sonst. Stellen Sie
fest, ob X und Y unabhiingig sind.

Ubung 6.3.3. Sei

f(xly):-zl(':_—-;y)und f2(y)=%(1+2y) fir0<x<lundl<y<?2.
}?
Berechnen Sie
1
P(4< 2 <2

[Berechnen Sie erst f{x,y) laut Definition 6.12 und daraus P(15 < X < 1).]

6.4. Momente mehrdimensionaler Zufallsvariablen

Analog zu eindimensionalen Zufallsvariablen definieren wir das r+g-te An-
fangsmoment einer zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y) mit der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion fx,y) als

Y > x Y fxy)

x
,J"rqu(Xqu)= o o0 (6.18)
f _fx’ ¥ fxy) dx dy

—00 =00

unter der Bedingung, da die Summe bzw. das Intagral absolut konvergieren.
Die Zahl r + g ist die Ordnung des Moments. Man sieht, daB x” y? eine Funktion
von X und Y ist, sagen wir h(x,y), und im Grunde kénnte man auf diese Weise
die Erwartung einer beliebigen Funktion /(x,y) definieren. In der Statistik spielen

nur die Momente erster und zweiter Ordnung eine bedeutende Rolle. Da sich die
Ordnung des Moments aus der Summe von r und ¢ bildet, haben wir zwei

Momente erster Ordnung, némlich L’ und Wy;. Man sieht sofort, daB

Wi = J I xfxy) dy dx = J Iftx.y)dy dx = J xfi) dx = EX)  (6.19)

—00 -0 —0  |=c0
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ist, d.h. die Erwartung der Randverteilung von X. Analog gilt natii'rliéh auch
Wor =E).

Beispiel 6.4.1, Sei f{x,y) =2 fiir 0 <x <y < 1 und f{x,y) = O sonst. Berechnen Sie
() K10

(b) Wor-
Ldsung:
1y ﬁ 1 ]
@ Wio=EX = [[2xdrdy =] ]’dy = Iy dy = MO =z
o o
! %] 2
) Wor = EO) = szdxdy = [2urd = Jzy dy = [%} -Zm
00 0 0 0
Es gibt drei Momente der zweiten Ordnung, ndmlich
W2 = EXY’) = E(X’)
W = E(X°Y?) = E(Y?) (6.20)

Wi =EX'Y)=EXY)
und es ist offensichtlich, da w'go = 1.
Beispiel 6.4.2. Berechnen Sie die Momente zweiter Ordnung im vorigen Beispiel.

Losung:
ly

(@ Wa = EGD) = [[22dray = Iidy é;
00
1y
() Wop = B0 = [[2? dxay = Jzy dy =
00
1
© Wi = E&) = Hzxydxdy = [Yay = %.-

00 0
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Die zentralen Momente definieren wir als

DY - W10 O - Wo)Hxy)

Xy
Hrg = E[(X — W10 (¥ = W)Yl =4 == (6.21)
I (x—W10) & = Wo)fx,y) dx dy.

FiirdieeinzelnenOrdnungener gebensichfolgendewichtigeSpezialfille:

Hoo = 1
Hio = EX-p'y) = EX)~po =0
Hor = E(Y-Wy) = EX)—po = 0,

was aus (6.19) folgt. Die Zentralmomente zweiter Ordnung lassen sich aus
Anfangsmomenten berechnen. Es bestehen folgende Beziehungen:

b = EIX -0l = BX)-pho = wn-wh =0 (29
o = E[(Y - o)l = BY)-phy = wop-p% = o2,

wobei man die zweite Gleichung mit Hilfe von (5.13) leicht bekommt.
Das Zentralmoment i, heiBt Kovarianz und wird alternativ als

Cov(X,Y) = Oy

bezeichnet. Es 148t sich auch mit Hilfe von Anfangsmomenten ausdriicken, denn
esist

M = E[(X - p'10) (¥ = Wop)
= E(XY - X0 — Y10+ W10 Wor)
= E(XY) - Woi EX) - W1o E(Y) + W10 Wor
= Wi = Woi W0 = Wio Wor + Wio Wor =
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=W -Wioko = Oy = CovX,V). (6.23)

Mit Hilfe der Zentralmomente 148t sich eine weitere sehr wichtige Grofle,
namlich der Korrelationskoeffizient p,, , definieren als

E[(X — p10)(Y = Wo)] T Oxy

Po = VEX -0 INEI( - wo)] VoMo G0,

_ _CovxD) (6.24)
VeV

der in der Korrelationsstatistik eine bedeutende Rolle spielt. Die Kovarianz
148t sich demnach auch als

Oy = Ox Oy Pyy

schreiben.

Beispiel 6.4.3. Berechnen Sie die Zentralmomente zweiter Ordnung und den Korrela-
tionskoeffizienten, wenn f{x,y) = 2 fiir 0 < x <y < 1 und f{x,y) = O sonst.

Liosung: Im Beispiel 6.4.1 und 6.4.2 haben wir festgestellt, daf3

’ 1 4 2 ’ 1 ’ _l. ’ _l
H10=73 Ho1=73s H20=7%> Ho=753 Hu=jy

Daraus berechnen wir

_1 (1Y _1.1_3-2_ 1,
P0=%6713] T6 97 18 T 18
_1 (2} _ 1
2 =513 =18
2
3

Setzt man diese Resultate in (6.24) ein, so bekommt man

1

36
Ppy= T = =
" ViV

1
2..
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Die bedingten Momente definieren wir folgendermaBen

Zx’f(xly) = 2 xrﬂx__.y)

x £0)

EX1Y=y)=1{ o ‘hen (6.25)
r I dx »,
I sy J 2 A

—0

und #hnlich fiir E(YYX = x). Als Bedingung kann jedoch nicht nur ein einzelner
Wert, sondern auch ein ganzes Intervall angegeben werden. In diesem Falle
definieren wir

i )
" fix,y)
Y Y =
) y i Fy(y)) — F2(1) 6.26)

J'J x flx,y) X flx,y) dy dx
Fy(yo) - F2(y1)

EX 1y, <Y<y) =9

und éhnlich fiir die bedingten Momente von Y. Auf #hnliche Weise kann man
natiirlich auch die bedingte Erwartung einer Funktion beider Zufallsvariablen
definieren als

V2
"y fxy)
> XY
. y - Fy(2) — F2(1) 627)

f f x"y? flxy) dy dx
Fo(y)) = Fy(yy)

EXY 1y, <Y<y)=1

Beispiel 6.4.4. Sei f{x,y) = 8xyfiir 0 < y <x < 1 und f{x,y) = 0 sonst. Finden Sie

(a) E(NX);

(b) EY 1 X=1);

() EY 15 <X< W)

Lisung: In Beispicl 6.3.4 haben wir festgestellt, daB f{ylx) = 2Y/x2 fiir 0 <y<yx,
0 < x < 1. Daher ist nach (6.25)
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X X
-2 1 12 _ 2
@B = [ty = ]2 —2[ IE
0 ¥
(b) Wenn X = Y4, dann ist nach (6.25)
1 1
Loy Cnm — =
E¥IX=Y)=3 5=%

Man kann jedoch auch direkt rechnen, indem man erst X = 4 einsetzt und dann
. 2
integriert; es ist nimlich f{iylx = 1) = T/X = 8y, woraus
l

EY|X=Y;) = jsy dy -[—»‘LL =5g =3

(c) Da nach Beispiel 6.3.4 f;(x) = 4x° ist, so ist

1 65
FitA-FiA = 16-31 = Too8

Setzt man das in die Formel fiir die bedingte Erwartung von Y ein (vgl. 6.26), so wird

Nl'—'

1296

E(Y|Vs<x< V)= 1296”8 P dydx = 1522

[E= ! ix = 028855, m

W | —

3

Beispiel 6.4.5. Sei eine diskrete Zufallsvariable f{x,y) folgendermaflen angegeben:

f-1,1) =% A-1,2)=%1; A-13)=Vay;
fO,1) =Yy R0.2)=Yay; f0.3)=%51;
R =%, A1,2) =13 f13)="1
Berechnen Sie
(a) EX1Y=2);

(b)EX11<Y<3).
Lésung:(a) In Beispiel 6.3.1 haben wir festgestellt, daBl
Yo firx=-1
Yo fiirx=0
fxly=2)= 5o firx=1

0 sonst.
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Daherist EX1¥=2) = 3 fxly=2) = 1i + OTo + li - %0’
X
(b) Die Randverteilung von f5(y) ergab
%1 firy=1
104 fiiry=2
£20)=1 5, firy=3
0 sonst.
Daraus folgt F5(3) = 1 und Fy(1) = %41, s0 daB Fy(3) - Fy(1) = 1_zi - g
Dann ist
EX1<Y<3)= 2 zxﬂx’y)
x=-1y=2 ﬁ
_2 1 oLl .g3 3 L
_15[ +(1) +021+0 +121+1 }
21 1 1
SR TETE T

Wir beweisen nun einige wichtige Sétze iiber die genannten Charakteristika.

(1) EX+Y)=EX) +E(Y).
Beweis: Fiir eine stetige Zufallsvariable ist

oo oo

Ex+V=] [@+y fy) dedy

—00 =00

| [xfoep) dxdy+ [ [yfixy)drdy

—0a —oo —oa ~00

=E(X)+EY) &
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(6.28)

Beispiel 6.4.6. Sei fix,y) = 8xy fiir 0 <y <x < 1 und fx,y) = 0 sonst.
Zeigen Sie, daB E(X + Y) = E(X) + E(Y).

1x
Losung: EQX+Y)= | [(x+y) 8xydydx = %
00
1x 4
B0 = [ [x@x) dyde = 5
00

1x

EW) = [[y@mdyax =
00

Das Resultat stimmt, da

[SSIIN
Il
wnips

8
—.
+1s

Obwohl wir uns in diesem Kapitel nur mit zweidimensionalen Zufallsvariablen
beschiftigen, wird dieser Satz hier auf » Dimensionen verallgemeinert, da wir
ihn spéter brauchen werden.

(2) Seien X4, X5, ..., X, Zufallsvariablen mit den Erwartungen E(X)), E(X;),
. E(X,),und sei U=X; + X, + ... + X,,. Dann ist

EU)= Y E(X). (©29)

i=1

Beweis: Als Folgerung des ersten Satzes kann man die Summe schrittweise
auf jeweils zwei Summanden aufteilen, so daf3

EU) = 5(2"‘ X,-J

=EX;+X+..+X)=
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=EX) +EX+ ... +X,)

EX) + E(X) + ... + E(X,)

=> EX).

Dieser Satz behauptet, daB die Erwartung einer Summe die Summe der Erwar-
tungen ist. Ahnliches gilt auch, wenn U eine lineare Funktion von X; ist:

Sei U=aX; +a,X; + ... + a,X,, dann ist offensichtlich
EU) = 5[2 a.-XiJ= Y Ea x).m (6.30)
i i
(3) Wenn X und Y unabhdingig sind, dann ist
E(XY) = E(X) E(Y) . (6.31)

Beweis: Fiir eine diskrete Zufallsvariable ist

EXY)=Y Y xyfoey) =2, 3 2y fo,) fl.y) =

x oy x y
=2 xfx.) Xy =EX) EY) m
X y

(4) Wenn X und Y unabhiingig sind, dann ist

Cov(X,¥) = py; =0. (6.32)

Beweis: Cov(X,Y) = E{[X - EQ)] [Y - E(D)]} = E(XY) — E(X) E(Y).
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Falls X und Y unabhiingig sind, dann gilt Satz (3), wonach E(XY) = E(X) E(Y),
so daB Cov(X,Y)=0. ®

(5) Fiir die Varianz der Summe gilt der Satz

V(X) + V(Y) £ 2Cov(X,Y) , allgemein (6.33)

+Y) =
Vix£D {V(X) + V(Y) , wenn X und Y unabhiinging sind.

Beweis: Sei U= X+ Y, dann ist
V(X+Y) = V(U) = E[U - E)? = BUA) - (BQU)] =
= Bl(X+ V1 - [BX + 1]
= B +2XY + V) - [E(X) + BV
= BGO) + 2E(XY) + E(¥) - [EX)] - 2E00B(Y) - [E(V)]

= (E(X%—[E(xnz) + (E(YZ)—[E(Y)f)+ 2AEXY)-EXE(Y)]

= V(X) + V(Y) + 2 Cov(X,Y) .

Damit ist der allgemeine Teil des Satzes bewiesen. Wenn nun X und Y unabhingig
sind, dann folgt aus (6.32), daB Cov(X,Y) =0 und V(X + Y) = V(X) + V(Y), was
den speziellen Teil beweist. Fiir den zweiten Fall, die Differenz, haben wir

V(X-Y)=E[(X - 1)*] - [EX - D)
= E(X* - 2XY+ Y?) — [EX))* + 2[E(X) E(V)] - [E()]?

= (E(XZ)—[E(X)]2)+ (E<Y2>—[E(Y)]2)— 2AEXY)-EX)E(Y)] =
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=V(X) + V(Y) - 2Cov(X,Y) ,
und fiir unabhéngige Zufallsvariablen wird analog V(X - Y)= V(X) + V() . R

Beispiel 6.4.7. Sei fix,y) =2 fiir 0 <x <y <1 und fix,y) =0 sonst. Zeigen Sie, daB
V(X +Y)=V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y).
Losung: Im Beispiel 6.4.3 haben wir festgestellt, daB

1 1 1
V@) =g =71g: V) =Hop=7g) CovX.V)=py =7

Daraus ergibt sich

1 1 1
V(X) + V(Y) + 2Cov(X,Y) = +18+2-36 =

Die direkte Berechnung von V(X + Y) ergibt wegen
EX+Y)=EX)+EX)="3+%=1

(vgl. Beispiel 6.4.3)

ly

VX + 1= [ (x+y- [B@) + EON) 2 dx dy
00
ly

=J.J-2(x+y—1)2dxdy=—
00

was mit dem obigen Resultat iibereinstimmt. B

Beispiel 6.4.8. Das Resultat in (6.33) illustrieren wir noch anhand eines empirischen
Beispiels. An 4 Objekten wurden zwei Eigenschaften X und Y gemessen. Es ergaben
sich folgende Werte

Objekte
a b c d
x 4 5 8 3
y 9 7 3 11
U=x+y 13 12 11 14
Z=xX-Yy -5 -2 5 —8

Zeigen Sie, da3
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524,=S2+83125,,

Losung
%
s§=%( 24 x'] 2(114-100)= 35
1
S§=Z(60 225) = 8,75.

Wegen x =5 und y = 7,5 bekommen wir

M
Il

(*x;=5) i =7.5)

>
( X V=S5 T yi—T.5 5 x;+4 (5) 7,5)
(1

N e N L N

28 — 150 - 150+ 150) = -5

Daher ist

S2+82+28,=35+875-2(55)=125
und
S2+82-28,=35+875+2(55)=2325.

Berechnet man die Varianzen fiir die Summe von X und Y und fiir die Differenz von X
und ¥, d.h. fiir die Zahlen in der unteren Hilfte der obigen Tabelle, so bekommt man

2 2
Sx+y =Sy

2
1 s (Eiuw) 1
Z(}:,. U ——— 4‘ = ;(630-625) = 1,25

Eiz)?
2, =8 %[z,z? S| = 2118-25) = 23<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>