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Vorwort 

Der vorliegende Band ist der zweite Teil von Alt.mann, G., Ham­
mer!, R., Dishete Wahrscheinlichkeitsverteilungen I. Bodmm, Brock­
meyer 1989. Die Numerierung der Kapitel wnrde hier fortgesetzt. Ver­
weise auf dieses Bnch sind mit 'Bd. I' gekennzeichnet. Der Verweis 
'SL' hezieht sich auf Altmann, G., Statistik fiir Linguisten. Bochnm, 
Brockmeyer 1980. 

Die vVahl der VertPilungl'n richtete sich zwar narh <len aktuellen 
Bediirfnissen in der Linguistik, die Autoren hoffen alwr, daß die be­
handelten Modelle für alle empirischen Wissenschaftler von Bedeutung 
sein können. 

Das Bnch entstand im Rahmen des Projekts 'Sprachliche Synerge­
tik'. Die Autorc-n hc><lankrn sich bei dPr St.iftnng VolkswagenwPrk, ,lie 
dieses Projekt. finanziell nnt.erst.iit.zt hat, nnrl bei Anja Hennem nncl 
Undine Roos, denen für das Layout dieses Bnches unser verbindlicher 
Dank gehört. 

P.Z. 

G.A. 
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Die logarithmische Verteilung 

8.2. Man leite µ; und µ; der logarithmischen Verteilung direkt aus 
der Definition ab. [Man beachte: 

00 
1 q 

L q
"' = l -

q 
- l ·= 1 -

q
;

"'==1 

" d (q"' ). xq = qdq, 

8.3. Man berechne (a) µ; und (b) µ� aus der Rekursionsformel (8.11). 

8.4. Mau überzeuge sich, daß 

ist. 

d r-1 (-1-) = (,· - l)!d
q
r-l l- q 

pr 

8.5. Man leite die MEF der zentrierten logarithmisch verteilten Zu­
fallsvariablen M !!!J. ( t) ab und bestimme daraus /t2 und µ3.

X- P 8.6. Aus der Formel (8.13) berechne manµ; undµ�. 
8.7. Aus der Formel (8.14) berechne man /t3 und µ,i. 
8.8. Mau bestätige die Formeln (8.18). 
8.9. Man berechne µ3 aus der Formel (8.15). 

8.10. Man zeige, daß die WEF der modifizierten logarithmischen Ver­
teilung 

Gx(t) = a - (1 - a)Aln(l - qt) (8.3 3) 
ist. 

8.11. Mau prüfe, ob für die logarithmische Verteilung die Beziehung

gilt (Patil 1962). 
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8.12. 
8.13. 

8.14. 
8.15. 
8.16. 

8.17. 

Die logarithmische Verteilung 

Man drücke µ3 der logarithmischen Verteilung als eine Funktion
vonµ� aus. 
Man beweise folgende Beziehungen (Patil, Wani 1965):

(a) 
(r - l)!µ(l) µ(r) = Ar-1 ; (b) µ (1• - l}qµ(r-l)

(r) =
Man beweise, daß für die logarithmische Verteilung die Unglei­
chung P1 > xP., (x = 2,3, ... ) gilt. 
Man beweise die Richtigkeit der Formel (8.15).
Man beweise die folgenden Relationen (Patil 1962):
(a) , _ dµ� , , µ,.+l - q d

q 
+ µl µ,. (vgl. Übung 8.2.3]

(b) 
d ,. ( 1) µ(r) = Aq

r dq r A (vgl. (8.12)] 
(c) µ(r+i) = (µ(1) - r) µ(r) + qd:(r)

q 

(d) I f / µ2 = µl p 
(e) µ; = µ;(l + q)/p
(J) µ� = µ; [(l + q) + (l; q)] /p
Man zeige, daß für die logarithmische Verteilung

(a) lim "12/-y; = 1 und (b)
q-+O 

gilt (Johnson, Kotz 1969:167) . 
8.18. Man zeige, daß das r-te faktorielle Moment der modifzierten 

logarithmischen Verteilung 
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8.19. 

8.20. 

8.21. 
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Die logarithmische Verteilung 

ist. [Man benutze das Verfahren, das zu (8.12) führte.]

Man leite die MEF der modifizierten logarithmischen Verteilung

ab. 
Man stelle die in x = 1 gestutzte inverse hypergeometrische 

Verteilung auf und zeige, daß sie für N - 00, M - oo.' k - 0,

M/N = p gegen die logarithmische Verteilung konvergiert. [_Es

genügt, die Konv rgenz geg n die in x = : g;stutzte neg�_t1ve

Binomialverteih111g zu zeig n, vgl. Aufgabe t>.2::i §8.l.] Auf älm­

li h Wel e konvergi reu die n ga iv hypergeom •trisch r­

t ilung die Pölya-Verteilung und di. inv _r e �61 1a-�ert �luug

(alle in x = l gestutzt) gegen di logarithnu ehe erteilung

(vgl. §7.4c, §7.4e, Aufgabe 7.18 uncl ufgab 7.29). 

Man leite die wahrscheinlichkeitscrzeugend Funktiou der loga­

rithmischen Verteilung ab.

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion 

9. Die wahrscheinlichkeitserzeugende

Funktion (WEF) 

9.1. Die Erzeugung von Wahrscheinlichkeiten 

Wir haben bereits häufiger festgestellt, daß man mit Hilfe der wahr­
scheinlichkeitserzeugenden Funktion (weiter als WEF bezeichnet) Mo­
mente ableiten kann. Leitet man die WEF 

Gx(t) = L f(x)t"' = L P„ t",
" " 

nach t ab, so ergibt sich 

;z: 

woraus 

folgt. Die zweite Ableitung ist 

G��(t) = L x(x - l)f(x)t"'-2
, 

woraus 

G'.�(l) = L x(x - l)f(x) = µ(2) 

folgt. Allgemein gilt 

(9.1) 

�eis�iele dieser Art wurden bereits öfter gerechnet. Genauso wichtig 
1st die Tatsache, daß man mit Hilfe der WEF die einzelnen Wahrschein­
lichkeiten einer Verteilung "rekonstruieren" kann. Aus 
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Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion 

G x ( t) = L P„ t
"' = Po + At + A t2 + P3 t3 + ...

folgt sofort

Po= Gx(0).
Leitet man die Reihe einmal nach t ab, so bekommt man 

woraus

G��(0) = A
folgt. Die zweite Ableitung liefert

Gx(t) = 2P2 + 3(2)P3t + 4(3)P4t2 + ....

Setzt man t = 0, so ergibt sich

Aus

ergibt sich entsprechend

Gx(0) _ ---A.2 

G��(0) --=P3.3! 
Auf diese Weise bekommen wir die allgemeine Formel

(9.2)

(9.3)

Beispiel 9.1.1. Sei die WEF in der Form Gx(t) = 1 �
t 

qt gegeben.

Man rekonstruiere die Wahrscheinlichkeitsfunktion.

64 

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion 

Lösung: 

Gx(0)

G�(t)

G�(t)

0,
p 

(l-qt)2' 

2pq 

(1-qt)3' 

3(2)pq2 

( 1 - qt )4 , 

Po = 0,

G�(0) = A = p,

Gx (0) 
-2-! - = P2 = pq,

G
"' (0) 

+=P3 = pq2 

usw., so daß allgemein

p = a:-1 f" -., pq ur x - 1, 2, ...
gilt, worin man die 1-verschobene geometrische Verteilung erkennt [vgl.
3.5.].•

Beispiel 9.1.2. Sei die WEF

Gx-(t) = (a+bt) l>t, (a+b)el> 

gegeben. Man rekonstruiere die Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Lösung: 

Gx(0) a R - a
= 

(a+b)eb ' 0 
- (a+b)eb '

G�(t) = 

bebt+ (a + bt)bebt
p _ (1 + a)b

(a + b)eb 
i - (a+b)eb '

G'.k(t) = 

2b2 ebt + (a + bt)b2 ebt
p. _ (2+a)b2 

(a + b)eb 2 -2!(a+b)eb '

G'.�(t) = 

3b3 ebt + (a + bt)b3 ebt
P3 = (3 + a)b3 

(a + b)eb 3!(a + b)eb 
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Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion 

usw., allgemein 

(x + a)b"' 

P,,, = --'----'--, x = 0, 1, .. ..• x!(a + b)eb 

Es ergibt sich die Frage, ob man auch eine WEF formulieren kann, die 
die kumulativen Wahrscheinlichkeiten erzeugt, d.h. entweder P(X :::; 
x) oder P(X > x ). fo der Tat ist dies ohne weiteres möglich. Wir
bilden folgende Ausdrücke:

d.h.

hk = P(X:::; k) = LP„ 
;r=Ü 

und daraus eine erzeugende Funktion 

Hx(t) = ho + h1t + h2t2 + hat3 + ... 
=Po+ (Po+ Pi)t +(Po+ P1 + P2)t2+ 

+ ( Po + P1 + P2 + P3 ) t3 + ... , 
(9.4) 

Wie weiter unten gezeigt wird, ist letztere die erzeugende Funktion der 
kumulativen Wahrscheinlichkeiten (vgl. 9.6). Um Hx(t) mit Hilfe von 
Gx(t) darzustellen, multiplizieren wir beide Seiten von (9.4) mit 1- t, 
woraus 

(1- t)Hx(t) = (1- t)[P0 +(Po+ Pi)t +(Po+ Pi+ P2)t2 
+ .. . j 

=Po+ (Po+ Pi )t +(Po+ Pi+ P2}t2 + ... 
- Pot - (Po+ Pi )t2 

- (Po+ P1 + P")t3 
- . . .

= Po + P1 t + P2 t2 + A t3 + ... = G x (t),

folgt bzw. 
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Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion 

H (t) = Gx(t)
X 

1- t . (9.5) 
Analog zu (9.3) erzeugt nun Hx ( t) die kumulativen Wahrscheinlichkei­
ten, denn es gilt 

(9.6) 

Beispiel 9.1.3. Sei die WEF der Binomialverteilung gegeben als 
Gx(t) = (q+pt)". �an konstruiere die kumulative WEF und berechne 
daraus Po, Pi , P2 . 

Lösung: 

Daraus folgt 

und somit 

also 

H (t) = Gx (t) = (q + pt)'1 

X 
1-1 1-t . 

H' ( t) = np( q + pt) n- L ( 1 - I) + ( ([ + pt) n
x 

(1 - 1)2 

H' (0) T = q" + npqn -i = P(X:::; 1),

H�{(t) = { [n(n - l)p2(q + ptt-2 (1- t)] (1- t)+ 
+2 [np(q + pt)"-i(l - t) + (q + pt)"]} /(1 - t)3 

67 























































































Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen 

wegen (10.112). Daraus folgt 
(10.114) 

Beispiel 10.4.8. Man entwickle aus ( 10.114) die Rekursionsfor­meln für Anfangsmomente (a) für die Poisson-Verteilung, (b) für die Binomial verteilung. 
Lösung: (a) 

(b) 

(} = A; µ� = \ daher ist

(} = E_. µ� = np. 
q 

Hier ergibt sich eine kleine Komplikation: µ� ist zwar eine Funktion von 8, d.h. µ� = h(0), aber 0 selbst ist eine Funktion von p (demParameter), also 0 = g(p). Daher ist
µ� = h(0) = h [g(p)]. 

Die Ableitung von µ� nach p ergibt 

d.h. 
152 

[µ�]' = h' [g(p)] g'(p), 

Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen 

woraus 
dµ� dµ� dp 

di = dß (10.115) 
dp 

folgt. Ist also (} nicht direkt der Parameter einer Verteilung, sondern nurseine Funktion, so muß man den Ausdruck (10.115) verwenden. Fürdie Binomialverteilung ist 
0= E = _P_q l - p '

0' = d0 = _!_dp q2. 
Einsetzen in (10.114) ergibt 

(n I dµ�) = pq qµr + dp ·•

Die Rekursionsformel für die Zentralmomente ergibt sich fol­gendermaßen. Wegen (10.112) gilt 

= � (x - µ�t a(x)6"' = � [ _ 0S'(0)]r a(x)0"' µr � S(O) � x S(O) S(0) . J: "' 

Die Ableitung nach (} ergibt 
153 



















































8.4.2. 

Lösungen 

oo 
A " 

1 '°' 2( ) 
q 

µ2 = L.., X 
1 - a --;-

:.= l 

Aq
= (1 - a)2 (vgl. (8.10))p 

Aq 
= (1 - a)2 [1 - (1 - a)Aq]

p 

µ� = L xf(x)
a,=l 

00 
-,\ >." 

+ (1 - a) L x-e -1-x. 
a,=l 

a,;a!,2 

Daraus folgt nach (2.9):

202

µ� = 2a + (1 - a)e-" >.2 

+ (1 - a) (>. - e-,\ >.2] 

= 2a + (1 - a)>.

Lösungen 

8.4.3. 
00 

L P., = (1 - a) L f(x) + a + (1 - a)/(c)

= (1 - a) (1 - /(c)) + a + f(c) - af(c)

=1 

Aufgaben 

8.1.

8.2.
Pi= 0,612 P2 = 0,202 A = 0,089 P4 = 0,044

µ; = Lx2f(x)
a,=l 

= f Axq" = Aq f d(q"' )
:l!=l a,=l 

dq 

= Aq!:___ (-1-- 1) 
= 

Aq 
dq 1-q p2 

d � ,, d Aq = q- L..,Axq = q--
dq dq p2 

"=l 

Aq 
= -dl + q).

p 

Die vorletzte Gleichung gilt dabei nach dem ersten Teil der Auf­
gabe.
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