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Die Pélya-Verteilung

7. Die Polya-Verteilung

7.1. Ableitung

Stellen wir uns wieder vor, daf sich in einer Urne IV Zettel befinden.
Auf M Zettel (M < N) ist ein Vokal, auf die restlichen ein Konsonant
geschrieben. Wir filhren das Experiment, das zu Formel (5.3) fiihrte,
in etwas modifizierter Form durch. Wir ziehen auch jetzt n Zettel
und fragen nach der Wahrscheinlichkeit, da8 sich unter ihnen genau
x Vokale befinden. Der Unterschied liegt darin, dafl wir nach jedem
Zug den Zettel zuriicklegen und in die Urne noch s neue Zettel mit
der gezogenen Phonemklasse (Vokal oder Konsonant) hineinlegen. In
Einzelschritte zerlegt bedeutet dies folgendes:

Wir ziehen erst alle Vokale hintereinander und zwar im ersten Zug mit
der Wahrscheinlichkeit

M

N.

Den gezogenen Vokal legen wir zuriick und dazu noch s weitere Zettel
mit Vokalen. Beim zweiten Zug erhilt man

M+s
N+s

als Wahrscheinlichkeit, einen Vokal zu ziehen. Wiederum legen wir
den Vokal zuriick und weitere s Vokale dazu, so daff imm dntten Zug die
Wahrscheinlichkeit, einen Vokal zu bekommen

M+ 2s
N+ 2s

betrigt. So fahren wir fort, bis wir £ mal einen Vokal gezogen haben
und die Wahrscheinlichkeit beim z-ten Zug ist
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M+ (x-1)s
N+(z-1)s

Die Wahrscheinlichkeit, z-mal hintereinander einen Vokal zu ziehen, ist
also

M M+s M+2s M+(z-1)s
N N+s N+2s "N+(z-1)s
Die n — z Konsonanten ziehen wir hintereinander auf dieselbe Art mit

jeweiligen Zugaben von s neuen Konsonanten, d.h. den ersten Konso-
nanten ziehen wir mit der Wahrscheinlichkeit

(7.1a)

N-M
N +zs’
weil wir nach dem Zug des z-ten Vokal wieder s neue Zettel mit Vo-

kalen in die Urne gelegt haben; den zweiten bekommen wir mit der
Wahrscheinlichkeit

N - A/.[ + S

N+ (x+1)s
den dritten mit

N-M+2s

N+ (x+2)s
usw. und den (n — z)-ten mit

N-M+(n-z—-1)s
N+(n-1)s

Das bedeutet, dafl das anschlielende Ziehen von (n — z) Konsonanten
mit der Wahrscheinlichkeit

N-M N-M+s N-M+(n—=x-1)s
N+zs N+(z+1)s N+ (n-1)s

(7.1b)

erfolgt.
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Bei der obigen Uberlegung haben wir jedoch nur eine einzige Rei-
henfolge, in der man = Vokale und n — z Konsonanten ziehen kann,
beriicksichtigt. Die Zahl aller moglichen Reihenfolgen ist bekanntlich

(;’) (7.1¢)

so dafl die Wahrscheinlichkeit, unter den gegehenen Bedingungen aus
n Phonemen genau = Vokale zu ziehen, gleich

P(X = 1) <Z> M(M + s)(M +2s)...[M + (z — 1)s]

N(N+s)(N+2s)...(N+(n—1)s)
(N -M)N-M+s)...[N=M+(n-z—1)s] (7.2a)

r—1 n—r—1

(Z)H(Mﬂs) IT v - M+ js)
= =0 — J=0 (r=0,1,2,...,n)
[T+ is)
j=0

(7.2b)

ist. Das erste Produkt im Zahler des letzten Bruches ist dabei im Fall
z = 0 als 1 zu interpretieren; entsprechendes gilt fir das zweite Produkt

fiir £ = n. Der Ausdruck (7.2b) stellt die WF der Pélya-Verteilung dar.

Es ist leicht einzusehen, dafl P(X = z) immer positiv ist, da sowohl
im Zahler als auch im Nenner positive Zahlen stehen. Etwas umstandli-

cher ist es, 3" P, = 1 zu zeigen. Wir wollen letzteres beweisen, indem

wir uns der Einfachheit halber auf den Fall beschranken, daf} % und
s

N-M

ganzzahlig sind. Dazu kiirzen wir (7.2a) durch s und erhalten
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N-M(N-M N-M
6 ( +1>.. ( +n-:c—1)

M) (1) () (e

(7.2¢)
In § 5, insbesondere Aufgabe 5.4, haben wir gezeigt, dal die Summe
der Ausdriicke im Zahler von (7.2c) fiir # = 0 bis ¢ = n genau dem
Nenner entspricht. Es handelt sich hier um alle Kombinationen von
n Elementen mit Wiederholung aus einer Menge von N/s Elementen

M .
(von denen — von einer und

S von der anderen Sorte sind); d.h.
man zieht entweder 0 Vokale und n Konsonanten auf

, M+0—1 N—M+n—0—1
Chr,l_M= L 8
T 0 n—-0

Weisen oder 1 Vokal und n — 1 Konsonanten auf

C

wRo

4
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N —
" "n—=1 %‘}'1—1 M+'n,—1—l
CuCim = s s
s 1 n—1

Weisen usw. bis zu n Vokalen und keinem Konsonanten auf

N-M
. (M+n_1)( | +n_n_1)
N-m = | $ 5
s n n—mn

Q.
R
Q

Moglichkeiten ergibt. Daraus folgt > f(x) = 1, wenn man beide
Seiten der letzten Gleichung durch

( ]j_ £ 1)
s

n
dividiert.

Wendet man die Beziehung (4.3) an, so kann man (7.2¢) auch in
der Form

M N-M

P, = = . (7.2d)

darstellen.

Beispiel 7.1.1. Man berechne Py, P, und P, einer Pélya-Verteilung
mit den Parametern N =6, M =4,n =3, s = 2.
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Losung: Laut (7.2b) ist

P (n) (N = M)(N — M + s)(N -~ M + 2s)
7 \o N(N + s)(N + 2s)

(6-4)(6-4+2)(6-4+4) 1

e 6(6 + 2)(6 + 4) 10

P (n> M(N-M)(N-M+s) _, 46-4)(6-4+2) 1
e N(N +s)(N +2s) 6(6+2)(6+4) 5

) —

5 =

P <n> M(M+s)(N-M) _, 4(4+2)(6-4) 3
o N(N +s)(N+2s) = 6(6+2)(6+4) 10

Beispiel 7.1.2. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, daff man
unter den Bedingungen, die zu der Pélya-Verteilung fiihren, im zweiten
Zug einen Vokal zieht (a) allgemein, (b) fiir N =6, M = 3?

Losung: (a) Es gibt zwei mégliche Sequenzen: V1" und KV mit
den Wahrscheinlichkeiten

ey . M M4
P(‘/‘)_N'N-%s’
N-M M
P(KV) = .
(‘ ) .'\'r ]V-‘I‘S7
woraus
M M+s N-M M M
P(VV)J’P(KV)‘N'.\'HJ“ N 'N+s N
folgt.

Induktiv kann man dann zeigen, daff fiir einen beliebigen Zug, die
Wahrscheinlichkeit, einen Vokal zu ziehen, gleich M/N ist.
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P(V)=3/6=0,5.6

Eine Rekursionsformel fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
ergibt sich aus (vgl. 7.2a)

( n ) M(M +s)...(M + zs)

Poyr  \T+1 N(N+s)...[N—+—(n—1)s].

B (n)M(M+s)...[M+(m-1)s]
N(N +s)...[N+(n—1)s]

€T

(N-M)(N-M+5s)...[N-M+(n—z—-2)s]
(N-M)N-M+s)...[N-M+(n—-z—-1)s]

(n —z)(M + zs)
(z+1)[N-M+(n—2z—-1)s]

zu

(n —2)(M + as)
@IDIN-M+(n—c—1)s5 (7.3)

Pm—+—1=

Beispiel 7.1.3. Man berechne P, und P, aus dem Beispiel 7.1.1
mit Hilfe von (7.3).

Losung:
P (3 - 0)(4 +0) 11
L0+ 1)[6-4+(3-0-1)2] 10 5
e (3-1)(4+2) g
2T AFN6-4+3-1-1)2] 5 10

wie oben. o
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Man pflegt die Pélya-Verteilung meistens etwas umgeformt darzu-
stellen. Wir kiirzen (7.2a) durch N, so daf§ sich

(e 5)- (552

n N\N'N N N
S e cnam e
_NJ—VM (N]—VM+%)“ [NJ—VM+(n—?V—1)]

woraus

_ (m\pp+a)(p+2a)...[p+(x—1)q]
f(w)_< ) 1(1+a)(1+2a)...[1+ (n—1)q]

q(g+a)(g+2a)...[q+ (n—z —1)d] (7.5a)
(Z)Hpﬂa H (q+ ja)
- J=0 — = (z=0,1,2,...,n)(7.5b)
[1(+ja)

folgt (vgl. die Bemerkung nach (7.2b)).
Durch einfache Umformungen von (7.5a) erhélt man

(Ee)(Ee2) (Bro)3 (L) 8] (Fen-enr)

zl(n — z)!

GG o)

n!

Die Pélya-Verteilung

(z=0,1,...,n). (7.5d)

Die Rekursionsformel lautet jetzt

(n —z)(p + za)
(x+1)[1-p+ (n~z—1)q

Pm+1 = (76)

ﬂbung 7.1.1. Man berechne Py, P; und P einer Pélya-Verteilung
mit N=10, M =5, n=4, s =3.

Ubung 7.1.2. Man zeige, dal man (7.5d) auch aus (7.2d) durch die
Substitution (7.4) bekommen kann.

Ubung 7.1.3. Man zeige, dafl der Modus z,; der Pélya-Verteilung
durch

(M — s)(n+1) (M - s)(n +1)
N-gs lSeMS oo (1)

gegeben ist.

Ubung 7.1.4. Man leite die Rekursionsformel (7.6) aus (7.3) durch
die Substitution (7.4) ab.
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7.2. Charakteristika

Fiir die Berechnung der faktoriellen Momente benutzen wir die For-
mel (7.5d). So ergibt sich

) (B

-l —-l z=1 —-l — 1
a a a
n n-1

1
Durch Substitution vonz—1=y,n—-1 = 2, - - -8, ———1=—t

a a
lafit sich die letzte Summe in eine zu (7.2d) analoge Form iiberfiihren.
Sie hat also den Wert 1. Somit gilt

B(1) = np (7.8)
Fiir p(q) ergibt sich auf dhnliche Weise

PN/ 9\ (19)
22 un-v o (27) ()

10
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da die letzte Summe ebenfalls den Wert 1 hat.
Entsprechend erhilt man

L (J'i - 1) (—’i - 2) n(n - 1)(n — 2)

(1 13 1]
K3y =
1 (_l _1) (_l _2)
al a a (7.10)

_ P(p+a)(p+2a)n(n —1)(n - 2)
(1+a)(1+ 2a)

und schliefllich

P(p +a)(p + 20)(p + 3a)n{n — )(n = 2)(n ~ 3)

He) = (T +a)(1+ 2a)(1 + 3a) (el
Allgemein gilt
r-1 r—1
H(P + ia)H(n —1)
piry = S0 (7.12)
[I1+ia)
=0

Beispiel 7.2.1. Man berechne (1) und p5) einer Pélya-Verteilung
mit den Parametern N =8, M =3, n =2, s = 1.

Losung: Laut (7.4) ist

_M_3
P=N T3
s 1
aQa=—= -
N 8

daher ist

11
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cmrea(3) 3
Py=m=2{g)=7
33 1
“(=+=)202~-1
8(8+8)( )_
*3

:
=

Nachdem wir die Stirling-Zahlen zweiter Art kennengelernt haben,
kénnen wir die Anfangsmomente mit Hilfe der Formel

k—1 k—1
: , [e+a][e-
e =D B(r, kg = Y Z(r,k) | == (7.13)
k=1 k=1 II(]- +2a)
=0

darstellen (vgl. (6.30)).

Beispiel 7.2.2. Man berechne ,u'2 und p; mit Hilfe von (7.13).

Losung:

w = 22,1) [B] + 2(2,2) [P (v J;(fiJ:(;z) - 1)]

_ p(p+a)n(n-1)
=np + T (7.14)

us=2(3,1) [B] +2(3,2) [1" (p *{(‘;}:(:) - 1)] 4

p(p+a)(p+2a)n(n—1)(n-2)
+2(3,3) [ 11+ a)(1+29) ]

12
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='n,p+

3p(p+a)n(n—-1) p(p+a)(p+2a)n(n-1)(n-2)
l+a (1 +a)(1 + 2a) ’
(7.15)

Entsprechend gilt

, Tp(p+a)n(n—1)  6p(p+a)(p+2a)n(n —1)(n — 2)

Hy =TP+ 1+a (1+a)(1 + 2a) +
4 Pt a)(pt2a)(p+3a)n(n —1)(n —2)(n-3)
(1 4+ a)(1 + 2a)(1 + 3a) )
(7.16)

Aus der Formel (7.13) leiten wir wieder leicht die Formel fiir Zen-
tralmomente ab, denn nach (SL 5.20) ergibt sich

j-1 i-1

. H(p+ia)H(n—i)
= 3 (1) e 4 Do th ) | ,
= [I(1+ia)

=0

=3

(7.17)

wobei die Summe in den geschweiften Klammern im Fall £k = 0 als 1
zu interpretieren ist.

Beispiel 7.2.3. Man berechne s, einer Polya-Verteilung (a) allge-
mein und (b) wenn die Parameter a = 1/2, p = 1/2, n = 3 sind.

13
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Lésung:

@
e = (S)mproy + (7) t=mo {2 2]}

+ (;) (—np)®~? {1 |:nl_P + P(P+;£)+n{(1n . 1}:|}

(7.18)
p+ n—1
= n?p® - 2n°p® + np + p(p f:_n((ln )
_ npq (1 + na)
- 1+a

i)
-3

ﬁbung 7.2.1. Man berechne ,u’l und po einer Pélya-Verteilung mit
1

= | o
L

den Parametern p = g, a=g,n= 3.

I"Jbung 7.2.2. Man versuche zu zeigen, daf fiir die Pélya-Verteilung

npg(q = p)(1 + na)(1 + 2na)

_ npg(1+na){(1+2na)(1+3na)(1-3pq)+(n—1)[a+3pq(1+na)]}
(1+a)(1+2a)(1+ 3a) ’
(7.20)

14
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_(g=p)(1 +2na)v1+a

= , 7.21
m (1 + 2a)y/npq(1 + na) (7.21)
_ (14+a) {(142na)(143na)(1-3pg)+(n—1) [a+3pg(1 +na)]} 3
2= npq(l + 2a)(1 + 3a)(1 + na)
(7.22)
gilt.

7.3. Anpassung

(a) Bei der Anpassung an die Daten ergeben sich die gleichen Schwie-
rigkeiten wie bei der Anpassung der hypergeometrischen Verteilung.
Die Zahl der Parameter 148t sich mit Hilfe von (7.5) auf drei redu-
zieren (n,p,a). Wenn man n als den grofiten Wert ansetzt, den die
Zufallsvariable annimmt, so sind nur noch zwei Parameter zu schitzen,
namlich p und a.

Aus der Tatsache, dafl

# =np
und
npq(1 + na)
MBo=—7F7—F—
l4+a
gilt, folgt
L = Tmax
T
p= —. 7.23
p= (7.23a)

Lost man die Formel fiir pp nach a auf (durch Substitution von
a+ 1 = a und anschlieflendes Kiirzen durch &), so ergibt sich ferner
. _ fpg s
a= (7.23b)

15
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Bei der Verschiebung der Verteilung um 1 nach rechts ergeben sich
rein formal keine Schwierigkeiten. Die Zufallsvariable lauft jetzt von
1 bis n + 1, der Mittelwert erh6ht sich um 1 und die Varianz bleibt
unverandert. Entsprechend (7.23) ergibt sich aus

g =np+1
npq(1l + na)
o =—7T—"—
1+a
die Schitzung
. -1
p = 'fl
 api— (7.24)
0= —— o7
s? — a2pg

wobei 7 jetzt der zweitgrofite Wert ist, den X annehmen kanm, d.h.

L = Tnax — 1.

Die Grofle a braucht keineswegs positiv zu sein. Es geniigt, wenn sie
die Bedingung min {p, ¢} + (n — 1)a > 0 erfiillt, da dann offensichtlich
f(z) > 0 ist (vgl. (7.5a)). Die Rekursionsformel der 1-verschobenen
Pélya-Verteilung lautet jetzt (vgl. (7.6)):

(n—z+1)[p+ (z — 1)a]
z[g+ (n — z)a]

Pm+1= Pa:

mit

9@ +a)...[g+(n—1)q]

h= Q+a)(1+2a).. 1+(n—-1)

(7.25)

Beispiel 7.3.1. Denes (1964) hat unter anderem die Silbenlinge
der Worter ohne Betonung im gesprochenen Englisch untersucht und
die folgende Verteilung festgestellt

16
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X fz
Silben Worter
1 11397

2 839

3 100

4 10

5 4
12350

Wir untersuchen, ob man an diese Daten die l-verschobene Pdlya-
Verteilung anpassen kann.

Lésung: Aus den Daten folgt

T = 1.0879
s* =0.1051
n=4
woraus sich nach (7.24)
4
G = 0.9780,
2 780) —
iz 4(0.0220)(0.9780) — 0.1051 — 0.08.

0.1051 — 16(0.0220)0.9780

ergibt. Daraus folgt nach (7.25)

17
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0.978(0.978 + 0.08) [0.978 + 2(0.08)] [0.978 + 3(0.08)]

NP, = 12350 (14 0.08) [1 + 2(0.08)] [1 + 3(0.08)]

= 11401.91,

(4= 1+1)[0.022 + 0(0.08)]

NP, = ‘ _
2T 10978+ (4 —1)0.0g 140191 =382378,
(4-2+1)[0.022 + 1(0.08)]
NP = : 8 . = T
i 20978 + (4 — 2)0.08] 23.78 = 110.75,
4-341)[0.022 + 2(0.08)]
np, = ¢ | _
' 30978+ (4 _3)008 11075 =1270,
4—4+1)[0.022 + 3(0.0
N, = ¢ e +3(0.08)] 1970 = 0.85.

4[0.978 + (4 — 4)0.08]

Vergleicht man diese Werte mit den beobachteten in der Tabelle, so
sieht man, dafl die Anpassung ziemlich gut ist.e

(b) Die Ableitung einer anderen Schitzung ist komplizierter; wir
stellen sie daher detaillierter dar. [Der Leser hat bereits eine hnliche
bei der hypergeometrischen Verteilung kennengelernt]. Wir betrachten
die ersten drei faktoriellen Momente

H(1y = np
gy = P2 HI(n 1)
@ l4a ’
+a)(p + 2a)n(n —1)(n — 2
#(3)=P(P a)(p + 2e)n(n —1)(n - 2)

(1 +a)(l+ 2a)
und bilden folgende Quotienten:

Q1 = py =np (7.26a)
18
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_pey _ (pra)(n-1)

=50 (7.26b)
K1) l+a
o e
Q; = He _ (p+2)(n —2) (7.26¢)
K(2) 14 2a
Aus (7.26a) folgt
po @1
p= n

Aus (7.26b) folgt

Q1<1—%)—Qz
Qg—n-l—]. '

a =

(vgl. die Bermerkung nach (7.23a)). Um n mit Hilfe der Quotienten
darstellen zu kénnen, 16sen wir (7.26¢) nach n auf und setzen fiir p und
a die obigen Terme ein. Nach einigen Umformungen ergibt sich daraus:

n* (-Q3 +2Q2 — Q1) +n(Qs — Q3Q2 +2Q3Q1 — 4Q2 — Q2Q1 + 3Q1)
-2,(@3-Q2+1)=0

Dies ist eine quadratische Gleichung, die sich leicht auflosen lafit, wenn
man den Koeffizienten von n® mit A4, den Koeffizienten von n mit B
und die Grofle —2Q1(Q3 — Q2 + 1) mit C bezeichnet.

Um die Parameter zu schiitzen, sind also der Reihe nach folgende
Ausdriicke zu berechnen:

19



Die Pélya-Verteilung

Q=32
A m
Q= —2
T
~ m
Q=12
m(2)

A=-Q3+20;, -0
B=Q3—Q3Q; + 2050, — 40, — Q201 + 30,
O=-2Q: (Qs - @:+1)

. -B+VB?—4AC

1,2 24 (7.27a)
. 1 .
) (1 . ;) - Q2
a= * 7.27h
Q,—n+1 ( )
p= U (7.27¢)
n

ﬁbung 7.3.1. Man versuche, die Pélya-Verteilung an die Daten von
Tuldava (1974) aus der Ubung 4.3.3 anzupassen. [Man benutze die
Schétzungen (7.24)]:

T 1 2 3 4 5 6 7 >
fa 139 42 24 5 9 7 5 231

(# = 1.891775; 5% = 2.166497 ]

Ubung 7.3.2. (a) Man leite die ersten drei faktoriellen Momente der
1-verschobenen Pélya-Verteilung ab.
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(b) Mit p,o seien die faktoriellen Momente der nicht-verschobenen
[(7.8) bis (7.12)] und mit p(.); die der 1-verschobenen Pélya-Verteilung
bezeichnet. Man zeige

K(r)1 = K(rjo + TH(r~1)o-
[Es geniigt zu zeigen, daf§

z(z-1)...(z—r+1) = (z-1)(z-2)...(z—7)+r(z—1)(z-2)...(z—7+1),

woraus nach Einsetzung das Resultat folgt.]

(c) Fir die 1-verschobenen Pdlya-Verteilung seien die folgenden
Quotienten definiert:

Q1 =py -1
K2y — 2Q1
Q= Q. (7.28)
_ Hz) — 3Q20n
%=""0a

Man zeige analog zur obigen Entwicklung, daf sich auch fiir diese Ver-
teilung die Schatzungen (7.27) herleiten lasssen.

(d) Man benutze die Schitzungen (7.27) fir die Anpassung der
Pélya-Verteilung an die Daten im Beispiel 7.3.1.

7.4. Beziehungen zu anderen Verteilungen

Die Polya-Verteilung hat mehrere Spezialfille.

(a) Setzt man in Formel (7.2a)

s =0,

so ergibt sich
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fa) = (n) M-M:...- M(N = M)N =M)...(N- iy

z N-N-....N

wobei die Faktoren M, (N — M) und N zr-mal, (n — z)-mal bzw. n-mal
auftreten.
Fiir

M
N

ergibt sich daraus

o) = (2)erar,

d.h. die Binomialverteilung ist der Spezialfall der Pélya-Verteilung fir
s=0.

Beispiel 7.4.1. Man zeige durch Einsetzen von s = 0, daf§ der
Modus der Polya-Verteilung (7.7) zum Modus der Binomialverteilung
wird.

Losung: Fiir den Modus der Pélya-Verteilung gilt

(M —s)(n+1) (M —s)(n+1)
T N-2s O STMETRN g

Fir s = 0 erhalt man

und schliefllich

p(n+1)—1<zpy <pn+1),

was der Modus der Binomialverteilung ist.e

Die Pélya-Verteilung konvergiert auch gegen die Binomialverteilung
fiir

22
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und

In diesem Fall ist
. ) s
lim a= lim — =0
N—oo N—ooo |

(vgl. (7.4)). Setzt man a = 0 in (7.5a), so ergibt sich ebenfalls die
Binomialverteilung.

(b) Setzt man in (7.2a)

ein, so ergiht sich

&

_(n\M(M-1\M-2)...(M-z+1)
ﬂ’”‘() NN-1)...(N-n+1)

(N-MYN-M-1)...(N-M-n+z+1)
(M) (N - M)
)

was die WF der hypergeometrischen Verteilung darstellt.

Beispiel 7.4.2. Man zeige, dafi p, der Polya-Verteilung zu po der
hypergeometrischen Verteilung wird, wenn man s = —1 setzt.

Losung:

23
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(14 na)
H2 = npq =

(1 +n) == (N + ns)
T+te Ti+g

MV +s)

Setzt man jetzt s = —1 ein, so bekommt man

N —
Mo = "Pq((;\.- n Ti

(vgl. 5.9). o

(c) Wenn man in (7.2d)

setzt, ergibt sich

()

N ir z=0,1,...,n, (7.29)
n

wodurch die negative hypergeometrische Verteilung dargestellt wird (vgl.

(5.3)).

f(z) =

Beispiel 7.4.3. Man zeige, daf} die negative hypergeometrische
Verteilung mit den Parametern NV, M, n mit der inversen hypergeo-
metrischen Verteilung mit den Parametern M + 1, k, N — M identisch
ist.

Losung: In der negativen hypergeometrischen Verteilung ersetze
man

N durch M+1
M durch k
n durch N -M

d.h.
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M+z-1)! (N-M+n—-z—1)!

(M -=1) (n-2)(N-M-1)
flz)= (N +n—1)!
nl(N - 1)!

(vgl. (4.3)) wird zu
(k+z—1)! (M+1-k+N-M—z-1)
ek -1)! (N-M-2)(M+1-Fk-1)!

(M+1+N—M-1)! B
(N—M)\(M +1-1)!

M! (N -M)
(k— 1M —k)! zY(N - M - 2)!
N!
(k+z—-1)(N-k—z)!
Letzteres entspricht (5.19a).e

(d) Setzt man in Formel (7.2a)

M=N-M=s,

woraus

N =2s

folgt, so erhilt man

=™ [5(25)(3s) ... (zs)] (s)(25)(3s) ...[(n — )s]
f(=) <w) (25)(3s)...(ns)[(n + 1)s]

_ (n)s”mb"_”ﬁz—-zﬂ .

1
z s'al{in+1)  n4+1

was die diskrete Rechteckverteilung darstellt.

fir z=0,1,...

(7.30)
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Beispiel 7.4.4. Man berechne p, der diskreten Rechteckverteilung
direkt aus (7.30) und dann aus der Pélya-Verteilung.

Lésung:

D 1 1 nar+1)2rn+1) a2n+1)
— 72 . X
#2—§)£n+1 n+1 6 6

Fiir die Pélya-Verteilung gilt nach (7.14):

% %_}_i ( 1
] plp+an(n-1) =M N\N N nn —1)
ﬂ2=np+ ==+ s =
l+a N 14+ —
N
1/1 1
n 5(5*5)"("_” n(2n + 1)
_5-}- 1 = 6 .0
1+5

(e) Wir zeigen noch die Konvergenz der Pélya-Verteilung gegen zwei
andere Verteilungen. Fir

n — 00,

p—0, (7.31)

a—0,
und

np = A,

na =4,

konvergiert sie gegen die negative Binomialverteilung. Zum Beweis set-
Zen wir

26

Die Pdélya-Verteilung

P, P, P,
liszzlim< - 1...—1~P0>

n—oo nooo \ Py Poa B
(7.32)
P
= lim P lim Pey ... lim = lim PB,.
n—oo Pp_y n—ooo P-_,...g n—ooo Py n—ooo

Es geniigt somit, lim P,/P,_; und lim P zu berechnen.
n—o0 n—oo
Aus (7.6) folgt

Py _ (n —z)(p + za) (n—=z) (i—) +:1:)

P, (e+[l-p+(n—z-1)a] (5 1) [g+('n—w—1)].

Wegen (7.31) gilt ferner

B _ 2
a 0
g _n—2A
a 8’
woraus sich
(5+2)
Py \ 6 ) n—a
P L ———n;>‘+n—m—1

ergibt.
Kiirzt man den zweiten Bruch durch n, so ergibt sich

A A
. . -9—-1-:?3 n—r §+1L' 0
Jm Ford Py = 00 | oo nA T et 1Ae

bzw.

27
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2

!

A
g—}'x—l 0 ‘/E—f—.t—-l
].IIIIPJ,/I:)I_].= .

n—oo x 1 + 46 - x 1
mit ¢’ = ——. Setzt man diesen Ausdruck in (7.32) ein, so bekommt
1486
man
A A
) +e-1 ] +x-—2 %
lim P,= | ¥——— .4 g |...| 24| 0
= PR N R aa il
A
i el |
=i| @ q" lim P,
@ nooe
(7.33)
Fiir Py gilt

p, - da+a)(g+2a)...[q+ (n 1)
T 11+ a)(1+20)...[1+(n—1)a]’

Da nach (7.31) p= A/n, ¢=1—-A/n, a = §/n gilt, folgt daraus

(Y (-2 (-2 2) 2]
Y (AT (I FPCE )

Dividiert man jeden Faktor im Zahler durch den an entsprechender
Position stehenden Faktor im Nenner, so ergibt sich

e (-2 252)C- 2 et
A

O [ B =
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Logarithmieren beider Seiten ergibt dann

A A A
lnPo—ln(l—E)+ln(1—m)++ln[1—m]

Entwickelt man alle Summanden in eine Taylorreihe der Form

15/ 2 Vo1 MAY a1
<= <-n|Zl) =%
0‘r§(n+m€) _rn(n) r prl
fir r > 2 konvergieren alle Summen der rechten Seite, aufier der ersten,
fiir n — oo gegen 0.

Somit gilt
n—1 A
lim In Py = — li
B = lim D

AL 9 1
- ‘5,}1.‘20:;; k-18"°

Die Summanden der letzten Summe lassen sich als Flicheninhalt der
Rechtecke mit der Basis — und der Hohe
n

1

G
n
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interpretieren, die nebeneinander auf der Abzisse von 0 bis 8 aufgestellt
sind. Fiir n — oo bilden die linken oberen Ecken dieser Rechtecke die
Kurve

_ 1
T 14z

y

Aus der obigen Beziehung folgt daher

At A
i =_Z .
nan;oInPo 0/0 T 01n(1+0),

woraus sofort

lim Py = (14 6)"¢ (7.34)

n— o0

folgt. Setzt man dies in (7.33) ein, so ergibt sich

é +ax-1
tim e = |87 e
T
(’——0 ’——1 i die WF d. ti Bi ial
q = i p = T 0), worin man die er negativen Binomial-

verteilung erkennt. e

Beispiel 7.4.5. Man zeige, daB unter den Bedingungen (7.31) p,
der Pélya-Verteilung zu p, der negativen Binomialverteilung wird.

Losung: Aus

p(p+a)n(n —1)
l1+a

fo = 1P +
np(np + na)n(n — 1)
n(n + na)

AA+6)(n—-1)
n+6

=+
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folgt

1g&u;=A+MA+mJ@&%i%=A+AQ+0y

!

Benutzt man die Beziehung ¢’ = , woraus § = q—l folgt, so be-
p

v
1+6

kommt man

~

A=—-.0=

|

= kP,

D > B>
s

A +8) = (%+%)¢=kw+nP%

so daf}

A+ AA+6) = kP + k(k + 1)P?
folgt (vgl. (4.11)).e

(f) Fiir

n — 0o,
p—0,
a—0, (7.35)
na — 0,
np = A
konvergiert die Pdlya-Verteilung gegen die Poisson- Verteilung. Dieses
Resultat ist schon aus Abschnitt 4.4 bekannt, wo gezeigt wurde, daff die
negative Binomialverteilung gegen die Poisson-Verteilung konvergiert.

Der Leser soll jedoch diese Konvergenz direkt nachweisen (vgl. Aufgabe
7.13).

Beispiel 7.4.6. Man zeige, daf8 p, der Pdlya-Verteilung gegen p,
der Poisson-Verteilung konvergiert, wenn die Bedingungen (7.35) erfiillt
sind.

Losung:
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A
y i npq(1+na) _lmA(l— ;) (1+na) e
im ps = lim g =1 1+a = A.

Ubung 7.4.1. Man zeige, daf8 y5 der Binominalverteilung aus py der
Pélya-Verteilung ableitbar ist, wenn s = 0 gilt.

Ubung 7.4.2. Man zeige, dafl u der hypergeometrischen Verteilung
aus py der Polya-Verteilung ableitbar ist, wenn s = —1 ist.

Ubung 7.4.3. Man zeige, dafi sich p} der diskreten Rechteckverteilung
aus p3 der Polya-Verteilung ableiten lifit, wenn M = N — M = 5 gilt.

7.5. Die inverse Pélya-Verteilung

Diese Verteilung entsteht durch dasselbe Experiment wie die iibliche
Pélya-Verteilung in §7.1. Die Frage ist jetzt, wie viele Ziige notwendig
sind, um genau k Vokale zu ziehen, wenn wir nach jedem Zug den
Zettel zuriicklegen und noch s Zettel mit gleichen Phonemen in die
k -
Urne legen. Die k Vokale und 2 Konsonanten kénnen auf Pt
T
Weisen gezogen werden (k + & = n), weil der letzte Zettel einen Vokal

enthalten muf (den k-ten); daher ist

P_<k+a:—1) M(M + s)(M +2s)...[M+ (k- 1)s]
5 N(N+s)(N+2s).‘.(N+(k+1:—l))

(N~M)YN-M+s)...[N-M+ (x—1)3] (7.36)

xr

Setzt man wie in (7.4)

M N-M_ s
P—N,
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so ergibt sich

P - k+w—1> p(ptafpt2q). . [p+(k-1)alg(¢ta). . [g+(z—1)a]
I—( T (1+a)(l+42a)...[1+(k+2z—1)q]
(7.37)

Man sieht, daf} die inverse Pélya-Verteilung zu der Pélya-Verteilung in
derselben Beziehung steht, wie die negative Binomialverteilung zu der
Binomialverteilung.

Man kann auch diese Verteilung mit Hilfe von Binomialkoeffizienten
alternativ darstellen. Kiirzt man (7.37) faktorweise durch a so ergibt

sich

(k+z-1)! §<§+1)...(§+k—1)g(z—+l)...<%+w—1)

P, =
2l(k — 1)t 1(1+1)_,_(1+k+z+1)
a a

a

Guacll ety
N

( +k+w—1)

(5—1) k+z-1)!

B

(7.38)
Durch einfache Umformungen erhélt man
T T - SR
k(“:‘t 1).($;+.1 )
E_aY i (2 1)1
B (u 1)';"(n 1) o
(l +k4+z- 1) !
. - (k2
- —1) ik !
(3-1)1+a
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k E+k—1 g-|-a:—1
a a
k+zx k z

= T . (7.39)
-+k+z-1
a
k+x
Mit Hilfe von (4.3) ergibt sich daraus eine dritte Form
PN\ /8
a a
P, = ; .
P 1 (7.40)
a
k+z

Der Ausdruck (7.38) 1afit sich schlieflich in die Form

F) ey

P (k+z 1)
* P_ 1\ (k — 1)!

(;+k—gl

tiberfilhren. Multipliziert man den Zahler mit (—k —z)!/(—k —z)! und
den Nenner mit (—k)!/(—k)!, so bekommt man eine vierte Form

_4 LAY
(—1)1( ma) (%-I—k-i-(m—l))!(—k—;c)! SR

P = (k+z—-1)!

(1) (k1)
(E-+f—1)u_kn‘(_kﬂ
a
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L
(-1)° ( “) 3
2 —h—x (—k — z)!(k + 2 — 1)!

(2_1) (=R —1)!
-k

weil (—k)!/(—=k —z)! = (=1)*(k + = — 1)!/(k — 1)! ist, was der Leser
in der Ubung 7.5.1 beweisen soll. Andere Formeln sollte sich der Leser
bereits selbst ableiten konnen.

Die letzte Formel ist am besten geeignet fiir die Berechnung der
Momente. Das r-te faktorielle Moment lautet

1
_4 L]
a a
= x —k -

,u(r):z;r(w—l)...(r—r—l—l)

e

EIE-C
Ek+1)...(k+r—-1)glq¢+a)...[g+ (r —1)a
(p—a)p—2a)...(p—ra)

(7.41)

R %3

fir p> ra.
(7.42)
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Daraus ergibt sich z.B.

k 2
#(1)=N’1—"=p—_g-a fir p>a

py = ME+ Dla ) )
7 (p—a)(p-2a)
r _ kal(k+1)(1 —a) - kp] . (743)
Ha (P — a)(p — 2a) »  fir p>2a
s = kq(1 —a)[p + (k — 1)a]
i (p — a)*(p ~ 2q) J

I"Jbung 7.5.1. Man zeige, daf§

(~B)!/(~k = )t = (<1 (k + = = 1)}/ (k — 1)t

ist.

ﬁbung 7.5.2. Man leite die Rekursionsformel fiir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten der inversen Pélya-Verteilung ab.

Ubung 7.5.3. Man leite den Modus der inversen Pélya-Verteilung ab.

ﬁbung 7.5.4. Man berechne P, bis P; einer inversen Pélya-Verteilung
mit den Parametern (a) N =5, M =3, k =2, s = 2; (b) k = 2,
a=0,5p=06.

Benutzte und weiterfithrende Literatur:
Denes (1964); Eggenberger-Pélya (1923); Feller (1962); Fisz (1970);

Johnson, Kotz (1969); Kapur, Saxena (1970); Patil, Joshi (1968); Sar-
kadi (1957); Skalmowski (1964); Tuldava (1974).
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Aufgaben

Man berechne den Modus einer Pdlya-Verteilung mit N = 8,
M=4n=2s=1.

Man berechne Py einer Pélya-Verteilung mit N = 8, M
n=2s=1.

4,

Man schreibe die ersten vier Anfangsmomente der Pélya-Vertei-
lung mit den Symbolen N, M, n, s. [Man benutze (7.8), (7.14)
bis (7.16) und die Transformation (7.4)].

Man berechne die ersten vier Anfangsmomente der Pélya-Vertei-
lung mit den Parametern V =6, M =3, n =2, s = 2 (d.h.
p=4q=1/2,a=1/3).

. Man zeige, dafi die Polya-Verteilung (a) monoton fallend ist fir

nM zh
n—M+(n—1)s '

[Man beachte Py /Py, > 1.]
(b) monoton wachsend ist fiir

M+ (n—1)s

w(N—31) U

[Man beachte P,/P,_; > 1.
(c) symmetrisch ist fir M/N = 0.5. [Man beachte Py/P, =
P,/P,_1]

. Man zeige, dafl die Wahrscheinlichkeitsfunktion der 1-verschobe-
nen Pélya-Verteilung fir ¢ = 1,2,...,n+1 folgendermaflen dar-
gestellt werden kann:

7 -2 ' n—zx .
(w B 1) H(M+]s)H(N — M+ js)
flz) = = = (7.44a)
I +3s)
j=0
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7.10.

7.11.

Die Pilya- Verteilung

Man zeige, dal man beim Einsetzen von s = 0 in ps der Pélya-
Verteilung po der Binomialverteilung bekommt.

Man versuche, an die Daten von Skalmowski (1964) die Pélya-
Verteilung anzupassen:

1 [ 2 | 3 [ 4 [ 5 [6 [7 [8 >

fo

99 79 50 37 20 9 5 1 300

% N-M
T s T s
rx—1 n—x+1
= N (7.44D)
T s
n
» g
a a
r—1 n—-x+1
= 1 (7.44c)
Ta
n
B-I—;z:—? g—{—71—.1'
a a
r—1 n—r+1
— 7 (7.44d)
- +n-1
a
n
:< n ) plpta)...[p+(r—2)aglg+a)...[¢g+(n—z)d]
z—1 (1+n)(1+2a)...[1+(n—l)a]
(7.44¢)
(x_l)Hp—!—]a IIquLJa H 1+ ja). (7.44f)
: J :

. Aus (7.42c) berechne man das erste Anfangsmoment der 1-ver-

schobenen Pélya-Verteilung. [Man setze r = (z — 1) + 1.]

Man leite die Rekursionsformel fiir die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten der 1-verschobenen Pdlya-Verteilung (7.25) ab.

. Man zeige, dafl man beim Einsetzen von s = —1in u3 der Pélya-

Verteilung pt3 der hypergeometrischen Verteilung hekommt.

7.12.

7.13.

7.14.

-1

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

.15.

[a = 0,197830; p = 0,215714; ¢ = 0,784286; n = 7.
Man leite ps der diskreten Rechteckverteilung aus (7.30) ab und

zeige, daBl man es aus p, der Polya-Verteilung durch Einsetzen
von M = N — M = s auch ableiten kann.

Man zeige, dal unter den Bedingungen (7.35) die Pdlya-Vertei-
lung gegen die Poisson-Verteilung strebt. [Man benutze (7.5a).]

Man zeige, dafl y; der Polya-Verteilung gegen v; der Poisson-
Verteilung strebt, wenn die Bedingungen (7.35) erfiillt sind.

Man zeige, dafl p5 der Pélya-Verteilung gegen po der negativen
Binomialverteilung strebt, wenn die Bedingungen (7.31) erfiillt
sind.

Man zeige, dafi die negative Binomialverteilung ein Spezialfall
der inversen Pélya-Verteilung ist, wenn s = 0 bzw. a = 0 gilt.

Man zeige, dafl o der inversen Pélya-Verteilung zu po der ne-
gativen Binomialverteilung wird, wenn man s = 0 oder a = 0
setzt.

Man zeige, dafl die inverse Pélya-Verteilung gegen die negative
Binomialverteilung strebt fiir N — oo, M — o und M/N = p.

Man zeige, daf} die inverse hypergeometrische Verteilung (II) ein
Spezialfall der inversen Pélya-Verteilung ist, wenn s = —1 gilt.
[Man benutze 7.36.]

. Man zeige, dafl p| der inversen Pélya-Verteilung zu p der in-

versen hypergeometrischen Verteilung wird, wenn s = —1 gilt.

. Man zeige, dafi die inverse Pdlya-Verteilung gegen die Poisson-

Verteilung strebt fiir k — 00, ¢ > 0,a — 0, ka — 0, kg = A
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7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

7.28.

7.29.

7.30.
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Man zeige, daf} p5 der inversen Pdlya-Verteilung zu u, der Pois-
son-Verteilung wird, wenn die Bedingungen in der Aufgabe 7.21
erfiillt sind.

Man leite (a) ) und (b) py der negativen hypergeometrischen
Verteilung ab.

Man zeige, dafl 4y der negativen hypergeometrischen Verteilung
identisch ist mit p, der inversen hypergeometrischen Verteilung
(II), wenn man N durch M +1, M durch & und n ducch N - M

ersetzt.

Man zeige, dafl die Rekursionsformel fiir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten der negativen hypergeometrischen Vertei-
lung

(M + z)(n ~ )

P, S _'P.t
T+ ) (N-M+n-z-1)

ist.
Man zeige: Wenn n bekannt ist, dann kann man N und M

der negativen hypergeometrischen Verteilung folgendermafien
schitzen:
< n(nE 4+ nF—mh) -~ N

N = == ; M=—.
n”llgj + = n

Man zeige, dafl man den Modus der negativen hypergeometi-
schen Verteilung folgendermaflen bestimmen kann:

(M-1)(n+1) 1<y < (M -1)(n+1)
N +2 N+2

Man zeige, dafl die negative hypergeometische Verteilung gegen
die Binomialverteilung strebt fir N — oo, M — oo, M/N = p.
[Man benutze (7.29a).]

Man zeige, daf} die negative hypergeometrische Verteilung gegen
die negative BillomiaIVerteilun%rmit den Parametern M und p
N+n P

Man zeige, daf} die negative hypergeometrische Verteilung gegen

die Poisson-Verteilung strebt fir N — oo, M — oo, n — o0,
M/N — 0, nM/N = X,

strebt fiir V — oo, n — oo,

Die logarithmische Verteilung

8. Die logarithmische Verteilung

8.1. Ableitung

Wir haben bereits in SL, Abschnitt 5.5 gezeigt, dafl man den Ausdruck
In(1 — g) in eine Taylorreihe entwickeln kann. Es ergibt sich namlich

Inl-¢)=-¢—- -+ -2 — (8.1)

Fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert diese Reihe, und man kann sie fiir eine
WF verwenden. Die neue Verteilung ist von der Form

e T S
f(x)_—:cln(l——q) fir x=1,2,... (8.2)

0<gxl

Aus (8.1) folgt

__ 1 N _-In(l-g) _
Zf(:c)— —111(1—q)z x  -In(l-gq) =1

r=1 =1

Es ist iiblich, die Formel (8.2) auch in der Form

f(w):AZ fir =1,2,... (8.3)

zu schreiben, wobei

ol
~ —In(l1-gq)

ist. Diese Verteilung wird in der Linguistik vorlaufig wenig benutzt. Sie
entstand in der Biologie (vgl. Fischer, Corbet, Williams 1943; Kendall
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1948) und ergab sich als die Grenzform der negativen Binomialvertei-
lung, bei der die nullte Klasse fehlt. Andere Ableitungen findet man
bersichtlich dargestellt bei Nelson, David (1967).

Wir haben bereits erwéhnt, dal der Parameter k der negativen
Binomialverteilung keineswegs eine ganze Zahl zu sein braucht, obwohl
er bei einem Urnenmodell die Anzahl der Erfolge dargestellt. Da sich
die Wahrscheinlichkeit der nullten Klasse als

k-1

ergibt, bekommt man die im Punkt 1 gestutzte negative Binomi-
alverteilung in der Form

k r — x
( +£ l)pkq )
f(x) = T fir z=1,2,...; (8.4)

die Summe aller Glieder ohne P, ist 1 —p*. Man kann diesen Ausdruck
auch folgendermaflen schreiben:

k(k+1)...(k+=z - 1)pkq
!(1 - p¥)

kpP [(k+1)(k+2)...

1-—pk x!

Dabei lafit man k gegen 0 streben und bekommt

f(e) =

<k+z—1)qw]_

Lo K L , A _ T
L kp (k+1)(k+2)...(k+z—1)q _
k—0 1— !

ke r
- lim kp (£+1)(L+2) (k4 —1)¢
k=0 1 — pk k—»o a!

(8.5)

Kiirzt man den ersten Ausdruck durch p*, so ergibt sich

kp* O k . k s k

lim lim =1 _—
k——O]_—p k—‘O]./pk—l kl_l.%p—k_l kl_l,r(l)e—klnp_l'
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Nach der Regel von De I'Hospital ergibt sich weiter:

I£I—~0 m 119_13) e—HkIn P(— In P) = _lnp- (86)
Fiir den zweiten Faktor von (8.5) ergibt sich
k Dk+2)...(k r — 1)g® r — 1)Mg® r
lim NS Dusnlbto -, (e 1) & 50

k—0 x! x! z
Nun kann man (8.6) und (8.7) in (8.5) einsetzen und erhilt
Etz—-1 .
( z )pkq 1 ¢ _ ¢

i 5 zr_ T
P 1-—p* ~Inp x -—=zln(l -gq)

was mit dem Ausdruck in (8.2) ibereinstimmt. Die logarithmische
Verteilung hat den Vorteil, daf} sie nur einen Parameter hat und daher
leicht anzupassen, jedoch nicht sehr flexibel ist.

Beispiel 8.1.1. Sei X logarithmisch verteilt mit dem Parameter
g = 0,2. Man finde P, und Ps.

Losung: Nach (8.2) ist

¢ 0,2 0,2

P = —1In(1 - gq) - —In(1-0,2)  —1In0,8 = 0,8963.
¢
Py = =i = (), 08968
—21n0,8

Ausfiihrliche Tabellen der logarithmischen Verteilung findet man
bei Williamson, Bretherton (1964) oder bei Patil, Kamat, Wani (1964).

Obwohl man die Wahrscheinlichkeiten leicht bestimmen kann, be-
schleunigt die Rekursionsformel noch die Rechnungen. Offenbar gilt
qz
r+1

Poyr = P,. (8.8)
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Beispiel 8.1.2. Man berechne P; und P, einer logarithmischen
Verteilung mit dem Parameter ¢ = 0,2.

Losung: Im Beispiel 8.1.1 haben wir festgestellt, dafi P, = 0, 0896
ist. Daraus folgt: ’

Py = 0’—23@0,0896 =0,0120
P=2283)0 0190 = 0,0018.e

4

Diese Verteilung ist immer J-formig, was man leicht an der Rekur-

sionsformel erkennt (gz/(x + 1) < 1), und der Modus liegt immer auf
r=1

Ubung 8.1.1. Man berechne P, der logarithmischen Verteilung fiir
r=1,2,...,5 mit dem Parameter ¢ = 0,35.

Ubung 8.1.2. Man leite die Rekursionsformel (8.8) ab.

8.2. Charakteristika

Die Berechnung der Momente erfolgt am leichtesten mit Hilfe der MEF.
Wegen (8.1) gilt

E(e'") = Mx(t) = Z etlfql = AZ (q;) =A[-In(1 - ge')]
z=1 =1
In(1 - get)

Die Ableitungen nach t sind
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' Age’

My (t) = T-get
i
MX(t) = ALQ)
(1 -qe')

o Afae + (get)]
My(t)y=——0 "1

.\'( ) (] _ qer)_';

) Alget +4(get) + (qE‘)S]
MP) = —L |

(1 - get)*

woraus sich nach Einsetzung von ¢t = 0

. Ag
B = —,

Top

1 Aq
Hq FW

(8.10)
+_ Agq(1l+q)
3 — 3 )
p

o Aq(1+49+4%)

By =

p4

ergibt. Fir die Anfangsmomente gilt auch die Rekursionsformel

— Aw,  dp,
By —q( St dq) (8.11)

deren Richtigkeit der Leser nachweisen soll (vgl. Ubung 8.2.3).

Beispiel 8.2.1. Man berechne #’2 aus (8.11).
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Losung:

- aly] el

—1In(1 - q) _A—Azq_é_Azq
p

T (-grm(i-of (-7 a
woraus
= A(20) 4 24] 4
e\ ) T P
folgt. Man beachte, dafl A = _ =% .. ist. o

—In(1-g)

Beispiel 8.2.2. Man berechne 5 einer logarithmischen Verteilung
mit den Parametern ¢ = 0,2. '

Lésung:

, 0.2 B
2= S —m0,8) e

Die direkte Berechnung der Momente 1ifit sich sehr vereinfachen,
wenn man erst die faktoriellen Momente ableitet. Sie ergeben sich
folgendermafien:

H(ry = Ai 2z —1)(z - 2); Sz —741)g°

z=1
= Aq" Z(w 1) (z-2)...(x—r+1)g"
z=1
dr—l (q.l—l)

=45 Z dqm—!

weil
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" () -
W:(m—l)(w—2)(m—r+1)q T
gilt,
Also ist
dr—l =
,U'(r-)—Aq d r— lzq !
=1
dr—l i
= 4Aq dgqr—1 (1+(1+q +)
dr—l 1
= Aq"” . e
g1 (1—‘1)
Aq"(r —1)!
-, (8.12)
D

Beispiel 8.2.3. Aus (8.12) berechne man (1), f(2) und daraus 5.

Losung:

Agq Ag?
By = =5 M) = —5
(1) P (2) P

A A A A
A AT _Adpte) A,
p p p- p

Die Anfangsmomente ergeben sich gemaf} (6.30), S. 198 als

u _sz )Aq (8.13)

Beispiel 8.2.4. Man berechne pf aus (8.13).
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Loésung:
Al = 1)l A(2 - 1)i¢? ) A(3 - 1)lq
A :Z(3,1)—pl——+Z(3,2)————p2 + Z(3, )——p3

A 342 24¢°

=4 + 2q + 7
p p p

_ Ag(p* +3pa+2¢°) _ Aq(1+q)

B P P

wobei p=1—q gilt. @

Mit Hilfe von (8.13) und (SL: 5.20) erhélt man die Formel fiir die
Zentralmomente als

r r—k k i 1 4
r Aq o= 1) Aq 8.14
w=Y () (F2) | awa T s
k=0 j=1
oder rekursiv als
du,
Hrg1 = Thopr-1 + 4 ( dq ) . (8.15)

Die letzte Formel kann man jedoch nur fiir r > 2 verwenden.

Beispiel 8.2.5. Man berechne p2 aus der Formel (8.14).

() ()"0 () 7 4)
(4

Ag(1 — Ag) (8.16)
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Die weiteren Zentralmomente ergeben sich als

A 9
ps = 2L (14 ¢ - 34q +24%¢%) |
D

(8.17)
_Aq 2 2 33
m=7 [1+49+¢* — 44q(1 + q) + 64%¢ — 3.4%¢%]
und die Koeffizienten der Schiefe und des Exzesses sind
(14 q—34q +24%¢%)
T = )
(1 — Ag) /(1 — Ag)Ay
(8.18)

_ 1+49+¢% — TAq— 44¢% + 124%¢> — 643
"o Aq(1 - Ag)? '

ﬂ'bung 8.2.1. Mau fiihre die Ableitungen von (8.10) durch und iiber-
zeuge sich, daf8 die Resultate in (8.11) richtig sind.

I':qung 8.2.2. Man leite y} der logarithmischen Verteilung direkt aus
der Definition ab.

fJbung 8.2.3. Man beweise, dafl die Formel (8.11) richtig ist.

8.3. Anpassung

Fir die Anpassung mufl man lediglich den Parameter ¢ schitzen, wobei
sich mehrere Moglichkeiten ergeben,
(a) Die einfachste Schatzung erfolgt durch Verwendung der Hiufig-
keiten in den ersten heiden Klassen:

A_ 4/-m(1-4q) _
P @/ -2In(1-¢)

2N
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Daraus folgt
. 2fy
q £
wobei P; die Wahrscheinlichkeiten sind. Wegen g < 1 ist die
Anpassung nur sinnvoll fir 2 fo/fr <1lbzw. fi > 2fa.
Aus der Hiufigkeit der ersten Klasse und aus dem Durchschnitt
ergibt sich wegen

(8.19)

- =1-4q
H

die Beziehung

_M_zl__f'_— (8.20)

&r ZJ'er

&

i=1

Die Schitzung mit der Momentenmethode ist etwas langwieri-
ger. Aus (8.10) folgt

K2

=

A q
Aq _ , 8.21
5~ CA-9m(I-43 (8.21)

woraus man ¢ iterativ berechnen muf.
Eine andere iterative Berechnungsmoglichkeit ergibt sich mit
Hilfe der Haufigkeit der ersten Klasse als

fi q
N —In(1-9g) L

Bildet man den Quotienten der ersten zwei Anfangsmomente,
so bekommt man

ph  Aq/p ’
woraus ,
H1
=1- 2,
! Mo

Die logarithmische Verteilung

d.h.
Z 'Ef:r
i=1-E—— 8.23
S (8.23)
folgt.

Beispiel 8.3.1. Brainerd (1974:181) hat aus Lord Jim von J. Con-

rad 500 aufeinanderfolgende Worter auf Silbenlinge untersucht und
bekam die folgende Verteilung :

Anzahl der Silben z 1 2 3 4 5 >

Anzahl der Worter f. 383 83 22 8 4 500

Man untersuche, ob es eine logarithmische Verteilung sein konnte.

Losung: Die Schitzungen nach den einzelnen Methoden (a) bis (e)

ergeben:
. 2fa  2(83)
a — _ _
. 0= = = 33 ~ 433
b 1=1— f_l =1- L _
) i ZN 1,3340(500) 0,4258
(c) i= 4
—(1=q)In(1-4q)
0,424
= 1,334 = : -
—(0.576) 1n(0,576) =¢=0,424
fl q y
. N~ — = 0,766 = 1 .
( ) N —111(1'_1“—? _111(1_q)=>Q—0,428
; T s 1,334
€ == 1 - — _ ]
e mp 4= 17 5 05 0415

Aus der Schitzung (a) mit § = 0,4334 ergibt sich nach (8.8)
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5004 500(0,4334)
NP —In(1-g) 0,5681 e
NP, = @NP1 _ 0,433445) 45 = 82,66,

j ,4334(2
Ngzﬂgbwzzgf%ilwﬁezmﬁ&
NP4 = q—(?NP:} = 0—‘1-3-;::—4E)—23,88 e 7,76,

4
NPys =N —Y NP, =500 - 495,75 = 4,25.
z=1

Wie man sieht, ist diese Anpassung sehr gut. Die Anpassungen (a)
— (e) sind in der Tabelle 8.1 zusammengefasst. Man kann sie vorlaufig
als ziemlich gut betrachten.

Tabelle 8.1.
Anpassung der logarithmischen Verteilung
an die Daten von Brainerd (1974:181)

Silbenzahl |Beobachtete Erwartete Wortzahl NP,
Wortzahl
fe (a) (h) (<) (d) (e)
1 383 381.45 |383.76 [384.30 (383,09 |386,90
2 33 8266 | 81.70 | 81,47 | 81,98 | 80,36
3 22 93.88 | 23.19 | 23,03 | 23.39 | 22,25
4 8 7.76 7,41 7,32 7,51 6,93
5 4 4.25 3,94 3,87 4,03 3,56
N 500 500 500 499,99 500 |500,01

Ubung 8.3.1. Grotjahn (1979) hat festgestellt, dal die Zahl der Silben
pro Wort in Goethes Erlkonig folgendermaflen verteilt ist:
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Zahl der Silben x 1 2 3 4 >
Zahl der Worter f, 152 65 6 2 225

' Man b.erechne alle Schatzungen (a) bis (e) von q und stelle fest, ob
eine logarithmischen Verteilung vorliegen kénnte.

U'bung 8.3.2. Man untersuche, ob die folgende Verteilung logarith-
misch sein konnte: v

z 1 2 3 4 5 S
I 78 15 4 2 1 100

Man benutze nur die Schatzung (a).

8.4. Modifizierte logarithmische Verteilung

.Man kann die logarithmische Verteilung so modifizieren, daf§ sie auch
in 0 definiert ist. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist dabei

@ fiire =0
flz) = Ag”
(1—a)Tq fiir e =1,2,... (8:24)

mit 0 < a < 1.

D‘ie A.nfangsmomente ft;, sind mit den Anfangsmomenten z/, der
logarithmischen Verteilung bis auf den Faktor (1 — «) identisch, d.h.

i = (1 - ),

Es gilt also
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Aq
fiy = (1- a)7,
A
iy = (1- o)=L,
i (8.25)
Aqg(1 +q)

.[1;3 = (1—01) Pd

o Aq (1 + 49+ ¢°)
Hy = (1 - O{) p4 .

Eine entsprechende Beziehung besteht zwischen den Zgntrz.llmo-
menten der logarithmischen und der modifizierten logarithmischen
Verteilung. Ersetzt man in den Formeln (8.16) und (8.17) A flurch
A’ = (1—a)A, so bekommt man die Zentralmomente der modifizierten
logarithmischen Verteilung.

Bei der Anpassung sieht das Problem etwas anders aus, dq_ man
jetzt zwei Parameter schiatzen mufl. Die Hiufigkeit der nullten Klasse

lft g3g5 ]En) 50 da’ﬁ
- lV

ilt. ) o
; (a) Benutzt man die Haufigkeit der ersten Klasse, so ergibt sich

h R B @) i
WZ(I_“)-lnu ~q) N/ —In(1 - q)
woraus .

h 14 (8.27)
N-fo —In(l-g)

folgt. ‘
Aus dieser Formel kann man g iterativ ber.echnen. .
(b) Eine iterative Losungsmoglichkeit ergibt sich auch bei der Be-

nutzung von 7, namlich durch (vgl. (8.21))
> xfe :
2 = z | (8.28)
N—fi —-(1-¢In(l-gq)
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(c) Benutzt man die ersten zwei Anfangsmomente, so bekommt man
dasselbe Resultat wie in (8.23), namlich

D =
A

Die Modifikation einer Verteilung hat den Vorteil, dafi sie even-
tuelle UnregelmiBigkeiten in den Daten auszugleichen vermag. Nach-
teilig ist die Hinzufiigung eines weiteren Parameters. Allgemein erge-
ben sich folgende Méglichkeiten:

(1) Wenn die theoretische Verteilung bei r = 1 anfingt, konstruiert
man eine bei r = 0 beginnende Verteilung wie folgt:

g=1

Poza

Po=(1-a)f(z), z=1,2,... (8.29)

Auf diese Weise ergab sich die modifizierte logarithmische Ver-
teilung.
(2) Wenn die beobachtete Haufigkeit der nullten Klasse einer sonst

passenden theoretischen Verteilung nicht entspricht, so setzt
man

Py =a+(1-a)f(0),

Po=(1-a)f(z), z=1,2,... (8.30)

Beispiel 8.4.1. Man modifiziere P, einer Binomialverteilung ent-
sprechend (8.30) und berechne die Erwartung.

Losung:

a+(1- a)(Z)pwq"—” r=0

(=) (7t

P, =
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py =0 [a +(1- a)(g);voq ‘0] +(1- a)ém(;)pmqn—”

=0+ (1—a)np=(1l—a)np.e

Beispiel 8.4.2. Man zeige, dafl man den Parameter o der modifi-

zierten Binomialverteilung durch

_ fo/N —¢q"
1—q"

schitzen kann, wenn n und p bekannt sind.

Lésung: Aus

ergibt sich das Resultat durch Auflésung nach a. e .

(3) Ist die theoretische Verteilung r-verschoben, dann setzt man

{a+(1—a)f(l') r=r
P, = (8.31)
(1-a)f(x) r=r+1,r+2...

Beispiel 8.4.3. (a) Man modifiziere die 1-verschobene Poissonver-

teilung und berechne (b) F(~) und (c) pf.

Losung:
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(1-a) -AZ[I—l + 1]
(x —1)!

=2

00 ,\-r——z

sat(l-a)e +(1-aje Ay (e—2) "

+(1 - a)e—’\(e)‘ -1)

=a+t(l-ale +(1-a)ee A+ (1-ae et - 1)

=1+4+(1-a)A,
was zu erwarten war, da 1 der Verschiebungsparameter ist. o

. Bel;[;ilel 8.4.4. Wenn X bekannt ist, schitze man den Parameter o
er modifizierten 1-verschobenen Pmssonvertellun a

us d
der ersten Klasse. : e Heufgheit

Losung: Aus P, = o+ (1 — at)e™ folgt

_Pl—e_)‘
= 1_6_;\’

so daf} sich

fi/N — e

a =
1—eA

ergibt. o
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Die logarithmische Verteilung

(4) Wenn eine bestimmte Klasse = ¢ modifiziert wird, setzt man
in Verallgemeinerung zu (8.30):

_{a+(1—01)f('£) z=c

- . (8.32)
(1 - a)f(x) r=0,1,...,.c—1,c+1,...

&

Beispiel 8.4.5. (a) Man modifiziere die Haufigkeit der Klasse z =
2, wenn X negativ binomial verteilt ist mit den Parametern k und p;
(b) man berechne p .

Losung:

(a)
a+ (1 —a)(k;1>p’“q2 z =2

(1a)(k+i_1)p’°q” z=0,1,3,4,...

(b) Am einfachsten verfahrt man so, dafl man zunéchst die Summe
vollstandig berechnet, d.h. einschliefllich der Klasse z = 2, die man

dann abzieht:

P, =

o [(1 —a) imf(w) —(1- a)2f(2)] +2[a+ (1 - a)f(2)]

o e S

=0

i )0

, n k41
& [(1 - a)%q —2(1 - a)("‘ ; 1)pkq2]+ 20+ 2(1 ~ a)< ;’ )p’“q2

=(1- oz)ﬂ +2a.  (vgl. Abschnitt 4.2).e
p
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Man kann natiirlich auch mehrere Klassen modifizieren, aber da-
durch erhéht sich die Anzahl der Parameter, wodurch die Anpassung
erschwert wird. Es ist nicht ratsam, gute Anpassungen durch hiufige
Modifikationen zu erzwingen.

Ubung 8.4.1. Man leite py und g, der nach (8.29) modifizierten
logarithmischen Verteilung ab.

fJbung 8.4.2. Man berechne p fiir die in 2 = 2 modifizierte Poisson-
verteilung

p—ANE
(1-a)f 2 z=0,13.4,...
x!
fla) = i
a+(1-a) 51 z=2.

I"Jbung 8.4.3. Man zeige, daB fiir eine in £ = ¢ modifizierte Verteilung
F(oco) =1 gilt. [Man benutze (8.32)].

Benutzte und weiterfithrende Literatur:

Brainerd (1974); Fisher, Corbet, Williams (1943); Johnson, Kotz
(1969): Grotjahn (1979); Kendall (1948); Kendall, Stuart (1969);
Nelson, David (1967); Patil (1962); Patil, Joshi (1968); Patil, Kamat,
Wani (1964); Patil, Wani (1965); Williamson, Bretherton (1964).

Aufgaben

8.1. Man berechne P; bis P, einer logarithmischen Verteilung mit
dem Parameter ¢ = 0,66.
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8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.
8.7.
8.8.
8.9.
8.10.

8.11.
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Man leite g5 und pf5 der logarithmischen Verteilung direkt aus
der Definition ab. [Man beachte:

°° 1 q . _ d(qg")
t - 1==" 2" =q——;
xzz‘iq l1-g -4 ! dq
d(zq”)
2. @ ..
2 == I

Man berechne (a) p4 und (b) ) aus der Rekursionsformel (8.11).

Man iberzeuge sich, daf
drt 1 )_ (r—1)!
dqr—l = q - p"
ist.

Man leite die MEF der zentrierten logarithmisch verteilten Zu-
fallsvariablen A . Aq (t) ab und bestimme daraus gy und p3.
TP

Aus der Formel (8.13) berechne man 5 und .
Aus der Formel (8.14) berechne man p3 und p,.
Man bestéatige die Formeln (8.18).

Man berechne p3 aus der Formel (8.15).

Man zeige, dafl die WEF der modifizierten logarithmischen Ver-
teilung

Gx(t) =a—(1—a)Aln(l - qt) (8.33)

ist.
Man priife, ob fiir die logarithmische Verteilung die Beziehung

(1—puy)

S |B

pa =

gilt (Patil 1962).

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.
8.16.

8.17.

8.18.

Die logarithmische Verteilung

Man driicke p3 der logarithmischen Verteilung als eine Funktion
von pj aus.

Man beweise folgende Beziehungen (Patil, Wani 1965):
(r~ 1)t o
_ (1) (7~ V)ap, -
(a) ﬂ(r‘) - A,._l ) (b) IJ‘(r) == -——p_—”-

Man beweise, daf fiir die logarithmische Verteilung die Unglei-
chung P, > 2P, (z =2,3,.. .) gilt.

Man beweise die Richtigkeit der Formel (8.15).
Man beweise die folgenden Relationen (Patil 1962):

!

dp,

(a) Hog1 = Q‘d—q— + pym, [vgl. Ubung 8.2.3]
(1
(b = Aq" (_
) mo =40 75 (7)) (vl (8.12)]

(I

() perrn = () = 7) pey + Pt
dy

(d) o = py /p

(e) s = pa(1+9)/p

2
(£) W= |14 b ]
e =3 ((1+9q) T /P

Man zeige, daf} fiir die logarithmische Verteilung
. 2 .
(@) ligre/vi=1 und (8) lim/o? = 3/2

gilt (Johnson, Kotz 1969:167).
Man zeige, dal das r-te faktorielle Moment der modifzierten
logarithmischen Verteilung
(1 - a)4q"(r - 1)
p"'

Hir) =
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8.19.

8.20.

8.21.
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ist. [Man benutze das Verfahren, das zu (8.12) fiihrte.]

Man leite die MEF der modifizierten logarithmischen Verteilung
ab. .
Man stelle die in = 1 gestutzte inverse hypergeome’tcrlscl:)e
Verteilung auf und zeige, dafl sie fir N - ~, M — 00, t—>E,
M/N = p gegen die logarithmische Verteilung konvergiert. tL s
geniigt, die Konvergenz gegen die in © = } gfstutzte ‘ne%a:llve
Binomialverteilung zu zeigen, vgl. Aufgabe 5.25, §8.1.]‘ Au ;{;u-
licle Weise konvergieren die uegalive.llypergeo}nvtrlsrclm.1 er;
teilung, die Pélya-Verteilung und die inverse lj’olya-\'-ertoflmu,
(alle in z = 1 gestutat) gegen die logamlulusche Verteilung
(vgl. §7.4c, §7.4e, Aufgabe 7.18 und Aufgabe 7.29).

Man leite die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der loga-
rithmischen Verteilung ab.

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

9. Die wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion (WEF)

9.1. Die Erzeugung von Wahrscheinlichkeiten

Wir haben bereits hdufiger festgestellt, dal man mit Hilfe der wahr-
scheinlichkeitserzeugenden Funktion (weiter als WEF bezeichnet) Mo-
mente ableiten kann. Leitet man die WEF

Gx(t) =) fla)t* = Pt*,

nach t ah, so ergibt sich

Gix(t) =) zf(z)*,

z
woraus

G(1) = zf(z) = pu) = 1t

T

folgt. Die zweite Ableitung ist

(t) =) z(z —1)f(e)t*2,

woraus

folgt. Allgemein gilt

G (1) = - (9.1)

Beispiele dieser Art wurden bereits 6fter gerechnet. Genauso wichtig

ist die Tatsache, dafl man mit Hilfe der WEF die einzelnen Wahrschein-
lichkeiten einer Verteilung “rekonstruieren” kann. Aus
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Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

Gx(t) =Y Pet® = Py + Pit+ Pot” + Pt + ..,

folgt sofort
Py = Gx(0). (9:2)

Leitet man die Reihe einmal nach t ab, so bekommt man

G'y(t) = P + 2Pst + 3Pst> + 4Put® + ...,
woraus

%(0) =P

folgt. Die zweite Ableitung liefert

G'%(t) = 2P, + 3(2)Pst + 4(3) Pat® + ...
Setzt man t = 0, so ergibt sich

Gx(0)

=P.
2 2

Aus
GL(t) = 3(2)Ps + 4(3)2Pst + ...
ergibt sich entsprechend

ul
O) _

3!

Auf diese Weise bekommen wir die allgemeine Formel

_ G0

P = Kl (9.3)

t
Beispiel 9.1.1. Sei die WEF in der Form Gx(t) = i—?—q? gegeben.

Man rekonstruiere die Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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Loésung:
Gx(0) = o |  R=o0
Gy(t) = ﬁ, | Gy(0)=P =p,
Gx(t) = (13#;)3, I ”;(0) =P, = pg,
G%(t) = (%, [ Gf’gl(ol =P, = pg’
usw., so daf} allgemein
P, =pg*~! fir z=1,2,...

gilt, worin man die 1-verschobene geometrische Verteilung erkennt [vgl.
3.5.].0

Beispiel 9.1.2. Sei die WEF

+ bt)e
G(t) = (@t bt)e™
x(?) (a + b)eb
gegeben. Man rekonstruiere die Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Losung:
Gx(0) = N - __a
x(0) (a+b)eb’ B (a +b)eb’
bebt bt)bebt '
w(t) = tladbber o, _Utad
(a+b)e (a+ b)eb’
2 b 2
Gy = LettlarbPeh o, (@24ap
(a+b)e 2!(a + b)et’
3 bt 3 bt
Gy = £f +(“+?f)b € | p=A3tal¥
(a+b)e 3!(a + b)eb
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Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

usw., allgemein

(¢ +a)p®
m=m, 15—0,1,....0

Es ergibt sich die Frage, ob man auch eine WEF formulieren kann, die
die kumulativen Wahrscheinlichkeiten erzeugt, d.h. entweder P(X <
z) oder P(X > z). In der Tat ist dies ohne weiteres moglich. Wir
bilden folgende Ausdriicke:

h=FP+P+P+...+P5
d.h.

ke
hy=P(X <k)=) F,

r=0

und daraus eine erzeugende Funktion

Hx(t) = ho + hit + hot> + Rat® + ...
=P+ (P +P)t+(Po+ P+ P)t'+ (9.4)
+(Po+P + P+ P)td+...,
Wie weiter unten gezeigt wird, ist letztere die erzeugende Funktion der
kumulativen Wahrscheinlichkeiten (vgl. 9.6). Um H y(t) mit Hilfe von

Gx (t) darzustellen, multiplizieren wir beide Seiten von (9.4) mit 1 —t,
woraus

(1-t)Hx(t)=(1-t)[Po+ (P + P)t+ (P + PL+ Po)f +.. |
=P+ (P +P)t+(Po+ P +P)t* +...
— Pyt — (Py+ P)t® — (Py+ PL+ Py)t* — ..
=P+ Pt+ Pt + Pt* + ... = Gx(t),

folgt bzw.
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Hy(t) = 5. (9.5)

Analog zu (9.3) erzeugt nun Hy ( t) die kumulativen Wahrscheinlichkei-
ten, denn es gilt

Hy(0)= PR,
0 1 [cP]" (9.6)
5 _ X - '
A.! _F -ITIJ :P(.‘Sk):P0+P1+..+Pk
t=0

Beispiel 9.1.3. Sei die WEF der Binomialverteilung gegeben als
Gx(t) = (¢+pt)". Man konstruiere die kumulative WEF und berechne
daraus By, P;, Ps.

Losung:

H_Y(t) _ GY(’) . ((l+p!)":

1-1 1-1¢
Daraus folgt
Hx(0) =q¢"
und somit
B =q",

Hy (1) = 2Aat p{)"—(;( l_—r)’a) + (¢ + pt)"

also

x(0)
1!

Hy(t) = {[p(n - 1)p*(q+pt)"*(1 - )] (1 - t)+
+2 [np(g +pt)" N (L = t) + (g +pt)*]} /(1 - t)°

=¢"+npg""t = P(X < 1),
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und somit
H:\.‘{'(O) — % [n(n _ 1)p2qn—2 + 2npqn—1 + 2qn]
2! !
=q”+wf*+2@:i%%““=ﬂxﬁ2%

2
n n-1 Py = ny 2 n-2 ®
Man erhilt nun Py = ¢*, Pp =npq" ™", P> = 9 pqg .

Ganz analog kann man die erzeugende Funktion fiir P(X > k)
bilden. Wir definieren

hr = Poy1 + Prga + ...
und bilden die erzeugende Funktion
ﬂ'x(t) = Bo + Fllt-l- I_fgtz +...
=(P+P+P+.. )+ (P+P+..)t+ (9.7)
+(Ps+ P4 )+

Analog zu (9.5) multiplizieren wir beide Seiten von (9.7) mit (1 —¢t):

Q-tHHx(t)=(1-t)[(PL+ P+ .. )+ (P2 +Ps+..)t+
+(Ps+ P+ .. )8+

2
— (P + Pt )+ (Pt Pt )t (PPt )t
)

—(PL+ Pt )t — (P +Pst..)

— (P + P+ .. )8 — ...
=(PL+Py+...)— Pit—Pot* - Pst® — ...
=(1-P)-Pit—Pt’ —Pst’ — ...
=1-Gxl(t).

Daher ist
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_ 1-Gx(t
Hx(t) = -_I_VT{J (9.8)
und entsprechend (9.6) ergibt sich
Hy(t) = P(X > 0),
= I :

= P(X > k).

Beispiel 9.1.4. Die WEF der Poisson-Verteilung ist Gx(t) =
e~ 1= Man stelle Hy(t) auf und berechne daraus P(X >1)

Lésung: Aus

_ 1 — e~ A1-1)

Hy(t) = =
folgt
_ A[—e"’\“‘”](l—f)-k [l—e“*“"’]
Hy(t) = e ,
7. (0 i )
'\1!(J=—/\e’\+l—e’\=P(X>1).

Letzteres kann man direkt anhand von f(x) tiberpriifen, denn P(X >
1)=1-P(X=0)-P(X =1).e

I"Jbung 9.1.1. Sei Gx(t) = p(1 — qt)~'. Man rekonstruiere die ur-
springliche Verteilung. [Geometrische Verteilung.]

ﬁbung 9.1.2. Sie Gx(t) = (q+ pt)**®. Man rekonstruiere die ur-
springliche Verteilung. [Binomialverteilung mit a + b, p]

ﬂ'bung 9.1.3. Man konstruiere Hy(¢) fiir die geometrische Verteilung
und berechne daraus P(X > 1)
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9.2. Faltung von Verteilungen

Mit Hilfe der WEF kann man die miihsame direkte Faltung von Ver-
teilungen, die wir ofter durchgefiihrt haben, vermeiden. Will man zwei
unabhangige Zufallsvariablen X und V addieren und die Verteilung der
Summe Z = X + Y ableiten, so ist

Gxar(t) = E (1Y) = E(°tY) = E(") E(#) = Gx(t)Gv (),
(9.10)

d.h., die WEF der Summe sweier unabhingiger Zufallsvariablen ist das
Produkt der WEF dieser Zufallsvariablen. Dieser Satz lafit sich auch
auf mehrere Zufallsvariablen verallgemeinern. Die Bedingung ist, daf
die Zufallsvariablen nur ganze, nicht negative Werte annehmen.

Beispiel 9.2.1. Sei X Poisson-verteilt mit dem Parameter A und
Y geometrisch verteilt mit dem Parameter g. Man finde die Verteilung
vonZ=X+Y.

Loésung: Die WEF sind:

Poisson-Verteilung : Gx(t) = e~ M1 = gmAFAL

Geometrische Verteilung : Gy (t) = p(1 — gt)™t.
Daher ist
Gz(t) = pe~ e M(1 - qt)"

Aus dieser WEF 148t sich die WF nach der Methode in Abschnitt 9.1.
ableiten (vgl. Aufgabe 9.9). o

Besonders wichtig ist die Faltung von gleichen Verteilungen, die
man mit x bezeichnet, d.h.

fz) = f(z) = f*(x), (9.11)
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deren WEF dann

Gxix(t) = Gx(t)Gx(t) = Gk (1)

ist. Faltet man n-mal, so bekommt man

fl@) x flz) «...x f(z) = f**(z) (9.12)
und die WEF von (9.12) ist

Gnx(t) = G (t). (9.13)

Beispiel 9.2.2. Seien X und Y binomal verteilt mit den Parame-

tern ny, p bzw. na, p. Man leite die Vertei .
Hilfe der WEF ab., ie Verteilung von Z = X + ¥ mit

Losung: Die WEF erhalt man leicht aus der Definition als

Gx(t) =)t (Z)pmq"'” =, (Z)(Pt)”q"_“” = (g+pt)".

C z

Daher ist

Gx+v(t) = Gx()Gy(t) = (g +pt)™ (g + pt)"™ = (g +pt)"1 T2,

In de_m letztfen Ausdruck erkennt man sofort die WEF der Binomial-
verteilung mit den Parametern n; + ny, p (vgl. Ubung 9.1.2.). e

Beispiel 9.2.3. Seien X und ¥ Neyman-verteilt mit den Parame-
tern my, A bzw. mo, A. Man finde die Verteilung von Z = X + Y
Losung: Die WEF der Neyman-Verteilung wurde in (6.27) als

Gy(t) = e—meme—AeAt

abgeleitet. Daraus folgt
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G (t) = Gxyy(t) = Gx()Gy(t)
ESY’ —A At
— e"M1Mm1e "€ T M2eM28 €

—A_At
— e~ (mitma) (mytmale e

was wieder der WEF einer Neyman-Verteilung mit den. Parametern
mq+ma, A entspricht. Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus (6.27)
(vgl. Aufgabe 6.7.), indem man m durch my + mo ersetzt. o

Es ist nicht unbedingt nétig, daB ein oder alle Parameter der zu
addierenden Verteilungen gleich sind. Sie konnen ohne weiteres auch
unterschiedlich sein. In dem Falle wird die resultierende WEF entspre-

omplizierter.
Cherli/(llallcl beI()lenke, daB eine Verteilung fiir z =1, 2, ..., d.h. dafl X den
Wert Null nicht annimmt, bei Faltung mit z = 2 anfangt (P.’O =P =
0). Dies gilt fiir 1-verschobene oder in = 1 gestutzte Verteilungen.

Beispiel 9.2.4. (a) Man berechne Gx(t) fir eine 1—ver.schobene
Poisson-Verteilung; (b) Man leite die WEF der Faltupg zweier 1-ver-
schobener Poisson-Verteilungen ab; (¢) man rekonstruiere die WF.

Losung:
o e—)\’\r—lt: e e—/\()\t)m—l
(a) G‘Y(t):z_; (x —1)! ’t; (z —1)!
_ te—)\e/\t
(b) Gz(t) = Gxyv(t) = (teTMeM) (te=22e**!)

_ tze_(’\l +Az) gt(ArtAz)

(c) Gz(0) =0, woraus Fy =0 folgt
G’Z(t) — zfe—()\1+)\2)ef()\1+>\2) T t2e—(>\1+)\2)ef()\1+)\2) (Al + )\2) :
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woraus sich

ergibt.

G,é(t) _ 26—()\1+)\2)et()\1+/\2) + 4te—(z\1+/\2)et(/\l+/\2)(/\1 + )\2)_|_
+t2€_()‘1+’\2)et()‘1+)‘2)(/\1—{-/\2),

woraus

—( A 4+A
G’Z’2$0) _ 2¢( ;+ 2) — o~ (MitX) =P
/ 2!

folgt usw.

Ijbung 9.2.1. Seien X bzw. Y Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit

den Parametern A; bzw. Az. Man zeige, daf} ihre Summe auch Poisson-
verteilt ist.

I"Jbung 9.2.2. Man falte eine geometrische Verteilung mit dem Para-

meter p k-mal und zeige, daf} die resultierende Verteilung eine negative
Binomialverteilung ist.

9.3. Zusammensetzung und Verallgemeinerung von
Verteilungen

Wir betrachten eine bedingte Verteilung, die von einem Parameter 6
abhéngt. Sie sei mit f(z|f) bezeichnet. Nehmen wir an, daf} 8 selbst
eine Zufallsvariable ist, die nach einem anderen Wahrscheinlichkeitsge-
setz g(f) verteilt ist. In diesem Fall haben wir zwei Zufallsvariablen,
namlich X und ©; ihre gemeinsame Verteilung P(X = z, © = 6) er-

gibt sich nach der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten zu (vgl.
SL, Abschnitt 2.4):

P(X = 2,0 =6) = P(X =|© = 6)P(© = 6).
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Mit Hilfe der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsfunktionen formuliert
lautet die Beziehung ’

f(z,0) = f(x]6)g(6). (9.14)

Um nun aus f(z,6) die (nichtbedingte) Verteilung von X zu bekom-
men, ist die Randverteilung zu berechnen:

Zf(a:, ) wenn # diskrete Werte annimmt
0

f@)=¢ o
/ f(z,0)dd wenn 6 stetige Werte annimmt.

Diese Art der Zusammensetzung wird mit

f(18) )\ 9(8) | (9.15)

[

bezeichnet. Amnstelle der Symbole f(x|f) und g() koénnen auch die
Namen der Verteilungen treten. Dabei werden jeweils alle Parameter
in Klammern angegeben; unter dem A-Zeichen steht der Parameter der
linken Verteilung, der als Zufallsvariable der Verteilung rechts von A
folgt.

Beispiel 9.3.1. Sei X binomial verteilt, mit den Parametern n
und p. Sei der Parameter n der Binomialverteilung selbst eine Zufalls-

variable (V), die einer Poisson-Verteilung mit dem Parameter A folgt.
Was ist die (nichtbedingte) Verteilung von X?

Losung: Es ist die zusammengesetzte Verteilung
Binomialv.(n, p) /\ Poisson-V.(A)
zu bestimmen (vgl. (9.15)). Die bedingte Verteilung von X ist
n n—=o
f(zln) = (w)p”q , =0,1,...,m,
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wahrend die Verteilung von N bekanntlich

Ane=?

n!

g(n) n=0,1,...

ist. Die gemeinsame Verteilung von X und IV ergibt sich nach (9.14)
zu

fle,n) = f(aln)g(n) = (Z)pmqi—w e

n!

woraus man die Randverteilung von X herechnet:

_ - ny » n—w’\ne_)\ - n! Ate™A
= Z <~T>p ! - Z: Jﬂ(n—.t:]!p ¢

!
n=z i n!

C—,\p.cA: ol /\ﬂ—.rqn——.r B e—.\{p/\}.ﬂ e (q’\}n—m
(

- T; (n—a) x! Z

— (n—z)!
_ e ATt e PA(pA)*

- ! - 3 T = 0717~'~ (916)

x!

wegen ¢ = 1 — p. Diese Verteilung ist wieder eine Poisson-Verteilung

mit dem Parameter p\, wird aber oft als die zusammengesetzte Bi-
nomialverteilung hezeichnet.

Beis.piel 9.3.2. Sei X Poisson-verteilt mit dem Parameter A, der
selllsf eme exponentialverteilte Zufallsvariable darstellt, d.h. g(\) =
be™"*, A > 0. Man bestimme die (nichtbedingte) Verteilung von X.

Lésung:
e M \®
flz, M) = ! be”PA 2 =01,....)0 >0,
Daraus folgt
flay= 2 [Tazerrorugy 2 b Metl) b
z! Jo el (b4 1)+ (b4 1)=+1°
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da T(z +1) = a! (vgl. SL: S. 220). Setzt man
L —g=1-
b+1 b+l J P

so ergibt sich

f(z)=pat, T=0,1,...

d.h. die geometrische Verteilung.e

Bei der obigen Zusammensetzung von Verteilungen haben wir von
der WEF keinen Gebrauch gemacht. Stellen wir uns jedoch vor, dafl der
Parameter © der (bedingten) Verteilung von X die Werte 8y annehmen
kann und Y selbst eine Zufallsvariable mit eigener Verteilung ist, dann
bekommen wir eine Zusammensetzung, die wir mit

f(zl0y) N\ 9(v) (9.17)

bezeichnen. Analog zu (9.15) konnen anstelle der Symbole auch die
Namen der Verteilungen stehen.

Beispiel 9.3.3. Man zeige, dafl die Neyman-Verteilung (vgl. Kap.
6) der Zusammensetzung

Poisson-V. (Ay) /\ Poisson-V. (m)
v
entspricht.

Losung: Die Poisson-Verteilung mit dem Parameter Ay (links) lau-
tet

e M (\y)?
fzlAy) = ——,—}— z=0,1,....
z!
Die Verteilung rechts ist
e "mt
9y =—r— y=0,1,
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Daraus folgt

e"\y(/\y)I e~ "mY
z! ’ y!

flz,y) = f(z| \y)gly) =

und

e ™A X y* (me=*)Y
f(z) = " 4 ( ) , ==0,1,..
! & y! ¢
y=0

was der WF der Neyman-Verteilung entspricht. e

Bei einer bestimmten Klasse von Verteilungen kann man fiir diese
Art der Z.usammensetzung die WEF ausniitzen. Die Bedingung dafiir
ist, dafl die WEF die folgende Eigenschaft hat:

Gx(t8y) = [Gx(2]0)]" . (9.18)

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann bekommen wir bei der Zusam-
mensetzung wegen f(z) = ). f(z|0y)g(y) die WEF von X als

Gx(t) =D £ f(z) =) ¢ f(zloy)g(y)
=Y a9y Y fzlby)t” = g(y)Gx (tl8y)

y

= 9(v) [Gx(H6))

(vgl. (9.18)). Der letzte Ausdruck stellt wieder eine WEF dar, in der

statt t eine ganze WEF steht. Esist die WEF von Y mit dem A
Gx(t|8) statt ¢t. Daher folgt e reument

Gx(t) = Gy [Gx(t]9)]. (9.19)

D'ies bedeutet praktisch, dafl man be: Verteilungen (von X), die die Be-
4zngung (9.18) erfillen, eine Zusammensetzung am leichtesten erhdlt
indem man in die WEF von Y anstelle von t die WEF von X einsetzt,
Zu diesen Verteilungen gehoren beispielsweise .
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die Binomialverteilung mit

felmy) = (%)t

und
Gx(tng) = (¢ +pt)™ = [(g+pt)"]* = [Gx(tln)]";
die Poisson-Verteilung mit
M)
flela) = S0
und
y
Cx(thy) = e M09 = [0 = [Gx (M)
die negative Binomialverteilung mit
_—ky m —ky
flalky) = (7Y )(-PrQ
und

Gx(tlky) = (@ — P = [(Q - Pt)™*]" = [Gx (k)"

Beispiel 9.3.4. Man zeige mit Hilfe der WEF, daf
Poisson-V. (Ay) /\ Poisson-V. (m)
Y

eine Neyman-Verteilung darstellt.

Loésung: Auf der rechten Seite haben wir eine Poisson-Verteilung
mit dem Parameter m, deren WEF
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Gy(t) - e—m(l—t) (a)

ist, und auf der linken Seite ist

Gx(t|A) = e (-0, (b)
Setzt man (b) statt ¢ in (a) ein, so bekommt man

12emM1=)]

Gx(t) = Gy [Gx(t]N)] = e
worin man die WEF der Neyman-Verteilung erkennt [vgl. (6.27)]. e

Betrachten wir jetzt unabhingige, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen X, ..., X, mit der WF f(x). Wir definieren eine neue Zufallsva-

riable
Z=X1+‘Y2+...+Xn,

wobei n nicht fest ist, sondern die Werte einer Zufallsvariablen N
darstellt, die selbst nach einem Zufallsgesetz g(n) verteilt ist, d.h. wir
haben eine neue WF

f(z[n) = f** ().
Die Frage ist, wie man f(z) bestimmt. Bildet man, wie iblich, die
gemeinsame Verteilung von Z und N, d.h.
f(zn) = f(z|n)g(n),
so ergibt sich

oo o0

f(z) =) f(zln)g(n) = Y 5™ (z)g(n).

n=0 n=0

Anstatt eine n-fache Faltung zu berechnen, stellen wir die WEF von Z
mit Hilfe der WEF von X und N dar:
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Got) =3 F5:) =SS fema(n)

= z_:og(n) ;tzf(zrn) = ;9(")62(”") (9.20)
= 3" g(m) (Gax(tin)] = 3 gln) G (e)"
= —N [GX (t)] 2

Der Schritt in der vorletzten Zeile der Ableitung erfolgt a'.ufgrund von
(9.10). Das Resultat entspricht (9.19). Daraus‘ fo}gt praktisch, dafi bei
n-maliger Faltung der Verteilung von X, wobei die Zrzh.l‘ der Faltungen
der Verteilung g(n) folgt, t in der WEF von N durch die WEF von X
ersetzt wird. Man kann diese Zusammensetzung durch

f(z) N\ g(n) (9.21)

n*

symbolisieren.
Beispiel 9.3.5. Sei X Null-Eins-verteilt, d.h.

flz) zpqu—m, z=0,1

Man bestimme die Verteilung der n-maligen Faltung von f(z), wenn
N Poisson-verteilt ist.

Losung: Fir die Poisson-Verteilung gilt
GN(t) - e-)\(l—t)
und fiir die Null-Eins-Verteilung

Gx(t) = q+pt.

Daraus folgt
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G [Gx (1)] = e M1=1=pt) — g=PM1-1).

dies ist die WEF der “zusammengesetzten Binomialverteilung”, die wir
in (9.16) abgeleitet haben (vgl. Ubung 9.3.4). e

Ahnlich verfihrt man bei einer bestimmten Art der Verallgemei-
nerung von Verteilungen, wobei die WEF einer Verteilung anstelle von
tin die WEF einer anderen Verteilung eingesetzt wird. Symbolisch be-
zeichnet man diese Prozedur mit

)V gale) (9.22)
wobeil Gx(t) in Gy (t) eingesetzt wird:

Gy [Gx(t)].

Man sieht sofort, dafl diese Verallgemeinerung mit der Faltung in (9.20)

und (9.21), und bei Erfiillung der Bedingung (9.18) mit der Zusammen-
setzung identisch ist.

Beispiel 9.3.6. Man bestimme die Verteilung von
Poisson-V. (1)) \/ Logarithmische V. (q).

Lésung: Es ist

Gy(t) = e~ M-t 4 Gx(t) = H,

so daf} gilt:
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_)\[1 _ lnsl—m] Aln(1—gt)
Gy = e LT 0] Z emre W0
A A
— e [eln(l—qt)] In(1-q) _ e_)‘(l _ qt)ln(l—q)
A

— [e— In(l1-q) _ qte_ ln(l—q)] In(1-gq)

A
= [(1-g " —q(l—g) ']
A

nl—9 . -
— (l . gt> =g - (Q — Pt) In(1-q)
p

Man bedenke bei dieser Ableitung, dafl " = x gilt. Nach diesen
Umformungen erkennt man leicht, dafl der letzte Ausdruck die WEF

: . q
einer negativen Binomialverteilung mit den Parametern P = ; und

k= A[~1In(1 — )] " darstellt. o

Beispiel 9.3.7. Man bestimme die Verteilung von

Poisson-V. (m)V{[ Binomialv. (n,op)/\ Poisson-V. (A)] /\f(p):l,O(P(l},
n P

wobei die letzte Verteilung eine stetige Rechteckverteilung ist.

Losung: Zur Verdeutlichung schreiben wir

Man beginnt mit der Auswertung der eckigen Klammer. Die darin
stehende Zusammensetzung ist uns aus (9.16) als eine “zusan;:ilenge-
setzte Binomialverteilung” bekannt, fiir die Gy (t|#A) = e~ oPM1-t) —
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=) \/{[(y)(ﬁ’p)”(l—ﬂp) ”/} ] ]0f(p)=1,0<p< }

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

[e‘e’\(l_t)]p gilt (vgl. Beispiel 9.3.5). Die Zusammensetzung mit der
Rechteckverteilung f(p) = 1 kann man auf zwei Arten bestimmen:

(a) Erst berechnet man die WEF der Rechteckverteilung als

1 Pt
GP(t):/ tPdp = —
0

Int

t—1.

" lnt’

0

und in diesen Ausdruck setzt man e~®*(1=%) statt ¢ ein. So bekommt
man

e=OMI=t) _ 1  o=0A1-t) _ 1 ] _ e=6AM1-1)

lne-or1-0) —OX1—1t) — 1-t) ’

was die WEF der Verteilung in den geschweiften Klammern darstellt.

(b) Da fiir die “zusammengesetzte Binomialverteilung” die Bedin-
gung (9.18) gilt, kann man (9.19) benutzen. So erhilt man direkt

l—l’.?_e’\“"”

. ,
Gz(t) = Gp [Gy(t|N)] = /0 [e_”“‘”]pf(p)dp S Ta1-t

Die Verallgemeinerung (/) links erfolgt durch die Einsetzung dieser
WEF in die der Poisson-Verteilung mit dem Parameter m, d.h. in
e~™1~-Y) Daraus ergibt sich dann

Gx [G2(t)] = ea:p{—m [1 = %}11] } (9.23)

wobei exp{z} = e* gilt. Dies ist die WEF einer Neyman- Verteilung Typ
B. Fiir die Uberlegungen, die zu dieser Verteilung fiihren vgl. Neyman
(1939), Feller (1943), Moran (1968:100), Johnson, Kotz (1969, 1:227).

Ubung 9.3.1. Man leite die MEF der “zusammengesetzten Binomi-
alverteilung” ab (9.16).

Ubung 9.3.2. Man zeige, daf

Hypergeometrische V. (n, M, N) /\ Binomialv. (N, p)
M
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eine Binomialverteilung mit den Parametern n, p ist.
Ubung 9.3.3. Aus (9.23) berechne man Py und FP;.

Ubung 9.3.4. (a) Man leite die WEF der Null-Eins-Verteilung ab
(vgl. Beispiel (9.3.5). (b) Aus (9.16) leite man die WEF der “zusam-
mengesetzten Binomialverteilung” ab.

9.4. Konvergenz

Durch die WEF wird eine Verteilung umkehrbar eindeutig bestimmt,
d.h. zu jeder Verteilung gehort eine einzige WEF und umgeke_hrt. Da-
her ist anzunehmen, daf§ im Falle der Konvergenz einer Verteilung ge-
gen eine andere auch ihre WEF gegen die WEF der anderen .Vert.eilung
konvergiert und umgekehrt. Diese Vermutung erweist sich in der Tat
als richtig. Einen Beweis findet man z.B. in Feller (1957:262), Moran
(1968) und Rényi (1966). Diese Tatsache erleichtert die Untersuchung
der Konvergenz von Verteilungen, indem man sich auf die Konvergenz
der WEF beschréankt.

Beispiel 9.4.1. In Abschnitt 2.1 haben wir gezeigt, dafl fiir n — 00,
p — 0 und np = X die Binomialverteilung gegen die Poisson-Verteilung
konvergiert. Man zeige, daff dies auch fiir die WEF gilt.

Losung: Die WEF der Binomialverteilung ist (vgl. Beispiel 9.1.3,
Ubung 9.1.2)
Gx(t) = (¢ +pt)".

Setzten wir p = A/n (aufgrund von np = A) und berechnen den Grenz-
wert fiir n — oo, so wird

XA\ AML=D1" xoe
lim Gx(t) = lim (1—;+;t> = lim [1— = 170

n—oo n— oo n— oo n
zur WEF der Poisson-Verteilung.
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ﬂ'bung 9.4.1. (a) Man leite die WEF der in z = 1 gestutzten negati-
ven Binomialverteilung mit den Parametern k, p ab. (b) Man zeige, daf

diese WEF fiir kK — 0 gegen die WEF der logarithmischen Verteilung
konvergiert.

Ubung 9.4.2. (a) Man leite die WEF der in x = 1 gestutzten Bino-
mialverteilung ab. (b) Man zeige, dafl diese WEF fiir n — 0o, p — 0
und np = A gegen die WEF der in © = 1 gestutzten Poisson-Verteilung

konvergiert. (c) Aus der resultierenden WEF rekonstruiere man P,
und P;.

f]'bung 9.4.3. Man zeige, dafi die WEF der negativen Binomialver-

teilung gegen die WEF der Poisson-Verteilung konvergiert fiir k — oo,
P—0,kP =)

Benutzte und weiterfithrende Literatur:

Feller (1943); Feller (1962), Johnson, Kotz (1969); Moran (1968); Ney-

man (1939); Patil, Wani (1966); Quenouille (1949); Rényi (1966); Wilks
(1962).

Aufgaben

9.1. Seien folgende WEF gegeben:
(a) P*(1 - gt)™*

In(1 — qt)
(b) In(1 —gq)
(14 0t)e

(c)

Man rekonstruiere die zugehérigen Verteilungen.
9.2. Eine WEF sei folgendermafien gegeben

1+ 0)e0 (d) p(1 —gqt)~!

Gy(t) = e~meme M
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9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.8.

9.9.
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Man rekonstruiere Py, P, und P;.

Seien X und Y negativ binomial verteilt mit den Parametern
ki, P bzw. k2, P. Man zeige, dafl ihre Summe auch negativ
binomial verteilt ist.

Man falte zwei identische logarithmische Verteilungen und zeige,
daB die resultierende Verteilung nicht mehr logarithmisch ist,
d.h. die logarithmische Verteilung ist nicht reproduktiv (die Fal-
tung fiihrt zu der selten gebrauchen Stirling- Verteilung erster
Art, vgl. Patil, Wani (1965)).

(a) Man leite die WEF der 1-verschobenen Neyman-Verteilung
ab.

(b) Man falte zwei 1-verschobene Neyman-Verteilungen mit den
Parametern mq, A und ma, A

(c) Man rekonstruiere By, P, P,.

Man leite die WEF einer Null-Eins-Verteilung ab und zeige, dafl
ihre n-malige Faltung eine Binomialverteilung ergibt.

. Man konstruiere Hx(t) fiir die logarithmische Verteilung und

berechne daraus P(X < 2).

Sei Gy(t) die WEF von X. Man leite ab (a) die WEF von
X 410, (b) von 10X.

Im Beispiel 9.2.1 haben wir die WEF der Summe einer Poisson-
verteilten (X) und einer geometrisch verteilten (Y) Zufallsva-
riablen abgeleitet. Es ergab sich

GZ(t) — pe—)\e)\t(l _ qt)_l.

(a) Man leite f(z) durch direkte Addition der Wahrscheinlich-
keitsfunktionen ab.

(b) Man zeige, dal F(oc) = 1 ist.

(c) Man leite Gz(t) aus f(z) ab.

(d) Aus Gz(t) berechne man p1) und 2y

(e) Man stelle die Rekursionsformel fir P41 auf (d.h. man
driicke P.y, mit Hilfe von P. aus).

(f) Man konstruiere die kumulative WEF Hz(t).

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

(a) Man bestimme die Verallgemeinerung die Binomialvertei-
lung durch die logarithmische Verteilung, d.h.
Binomialv. (n,p) \/ Logarithmische V. (8).

(b) Man rekonstruiere Fy und P;.
(c) Man berechne pj und pb.
(a) Man verallgemeinere die negative Binomialverteilung durch
die logarithmische Verteilung, d.h.

Negative Binomialv. (k, p) \/ Logarithmische V. (8).
{(b) Man rekonstruiere Py und P;.
(c) Man berechne p] und ph.
(a) Man verallgemeinere die logarithmische Verteilung durch

sich selbst, d.h.

Logarithmische V. (g) V Logarithmische V. (8).

(b) Man rekonstruiere Py und P,.
(c) Man berechne yj.

Man zeige, dafl die Verallgemeinerung
Null-Eins-V. (p) \/ Logarithmische V. (6)

ein;: modifizierte logarithmische Verteilung ergibt (vgl. Aufgabe
9.6).

{(a) Man zeige, daf}
Binomialv. (n, p) /\ Logarithmische V. (6)

eine modifizerte logarithmische Verteilung mit den Parametern

_In(1 —g¢f) , pl
~ n(1-0 0 = 1-q8

ergibt.
(b) Man zeige, dal F(o0) =1 gilt.
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10. Zusammengesetzte und
verallgemeinerte Verteilungen

Das Studium dieses Kapitels wird etwas langwieriger und kann da-
her bei der ersten Lektiire ausgelassen werden. Die verhéltnismaBig
ausfiihrliche Behandlung einiger Verteilungen haben wir deswegen ein-
geschlossen, (1) weil in den Lehrbiichern diese Verteilungen meistens
ganz fehlen, (2) weil sie fiir die Bildung linguistischer Modelle von
grofem Wert zu sein scheinen, (3) weil sie eine ausgezeichnete Ubung
beim Umgang mit Verteilungen darstellen. Die Kenntnis von Kapitel
9 ist fiir das Verstindnis des Folgenden notwendig.

Man kann theoretisch jede Verteilung mit jeder anderen auf irgend-
eine Weise kombinieren. Fiir praktische Zwecke ist dies aber nicht
immer sinnvoll, weil in einigen Fillen zu viele Parameter vorhanden
sind oder zu komplizierte Formeln entstehen, wodurch die Anwendung
betrichtlich erschwert wird. Eine kombinierte Verteilung, namlich die
Neyman-Verteilung Typ A, haben wir bereits ausfiihrlich behandelt
(vgl. Kap. 6). Hier werden wir eine Auswahl treffen und Einzelhei-
ten sowie viele andere Verteilungen in den Ubungen und Aufgaben
behandeln. Der Hauptteil ist die Technik des Kombinierens und Rech-
nens mit diesen Verteilungen, die unterschiedlich ausfiihrlich dargestellt
wird.

Am wichtigsten erscheint uns die Kombination der Binomialvertei-
lung mit einigen anderen zu sein, daher werden wir diesem Fall mehr
Platz einraumen.

Im weiteren werden wir folgende Abkiirzungen benutzen:

B — Binomialverteilung

G — Geometrische Verteilung

L — Logarithmische Verteilung
NB — Negative Binomialverteilung
Ne — Neyman-A-Verteilung
NE — Null-Eins-Verteilung

P — Poisson-Verteilung
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10.1. Binomialverteilung

10.1.1. Binomialverteilung (n,p) /\ Binomialverteilung (m,p’)

n

Wenn der Parameter n der Binomialverteilung selbst einer Binomial-

verteilung mit den Parametern m und p' folgt, dann ergibt sich die WF
folgendermafien

f(w) — Z (Z)I)mqn—m <‘Z)p/nqlm—n'

Man bedenke, daff hier 2 <n <m gilt, denn sonst ist der ganze Aus-

druck gleich 0. Multipliziert man die Summanden mit (m—z)!/(m—z)!
so erhdlt man )

m

) — n! m! @ n—z in tm-n M = L)
(=) _’;J)!('n—lf)! 'n!(m—n)!‘uq & E ”Em_i;;

_ - m! (m —z)! v mem )
=) el(m—z)! (n— :c)!(m)_ n)i? P

— L r lz - m-zx "nn—z hn—n
(w)pp ;(n_w)(qp) q
m
=<x)(pp')m(q’+qp’)"“”, r=0,1,...,m. (10.1)

Die Summe in der vorletzten Zeile wurde schon oft berechnet. Man
bekommt sie sofort, wenn man m —x =t und n — r = s setzt.

Das'Resultat der Zusammensetzung ist wieder eine Binomialvertei-
lung mit den Parametern m und pp’, da 1 —pp’ = 1 - (1 — q)p’ =
1-p'+qp' =4 + ' gilt.

Die Momente und alle anderen Eigenschaften dieser Verteilung
kann man aus den Momenten der {iblichen Binomialverteilung (Ab-

schuitt 1) erhalten, indem man die neuen Parameter anstelle von n
und p einsetzt.
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So ist z.B.
Hy = mpp’
p2 = mpp' (¢ + ¢p).

Die WEF 1lafit interessante Zusammenhinge erkennen. Fir
S f(z)t* erhalten wir leicht :

Gx(t)=(d +ap' +pp't)"
=g +p(g+pt)". (10.2)
Man sieht sofort, daB (10.2) eine Verallgemeinerung der Binomial-
verteilung mit den Parametern m, p' und mit Gy (t) = (¢'+p't)™ durch
eine Null-Eins-Verteilung mit dem Parameter p und Gx(t) = ¢ + pt
darstellt. Weiter sieht man, da (10.2) laut (9.20) und (9.21) nicht§
anderes als eine n-malige Faltung der Null-Eins-Verteilung ist, wobei

die Zahl der Faltungen eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den
Parametern m, p' ist. Daher folgt

B(n,p) /\ B(m,#') ~ B(m,p')V NE(p) ~ NE(p) \ B(m.#"),

wobei mit “~” die Identitit von Verkniipfungen symbolisiert wird.
Ubung 10.1.1. Man leite Py, Py, P» ab (a) aus (10.1); (b) aus (10.2).
Ubung 10.1.2. Aus (10.2) leite man p, ab.

Ubung 10.1.3. Man leite die WF und die WEF von B(n,p) AB(m,p)

ab. [Der Parameter p ist in heiden Verteilungen identisch.]

10.1.2. Binomialverteilung (ny,p) /\ Binomialverteilung (m,p’)
v

Laut (9.17) bis (9.19) erhalten wir die WEF
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Gx(t)=[¢d +p(g+pt)"]", (10.3)

woran man sofort sieht, daff diese Zusammensetzung mit der verallge-
meinerten Binomialverteilung

B(m,p’) vV B(n, p)

und mit der k-maligen Faltung einer Binomialverteilung mit den Pa-

rametern n, p (wobei k wieder einer Binomialverteilung mit den Para-
metern m, p’ folgt) d.h. mit

B(n,p) \ B(m, )
e

identisch ist. Die WF ergibt sich nach Definition als

flz) = Z (r;y>p’”q"y‘$(z>p’yq’m—y, x=0,1,...,nm. (10.4)

y> =z

- n

Die Verteilung hat die vier Parameter n, m, p, p’ und ist fiir An-

wendungen nicht sehr reizvoll. Im speziellen Fall n = 1 wird (10.4) zu
(10.1).

Beispiel 10.1.1. (a) Man stelle die WF und die WEF der Zusam-

mensetzung

B(ny,p) /\ B(n,p).

y

auf.

(b) Man leite Py und P, aus der WEF und P, aus f(z) ab.

Losung: (a) Da die Parameter gleich sind, hekommen wir nach
(10.4):
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B <ny) (n>p"”+yqn+ny—m—y’ = 0,1,...,h2;
z ) \y

und

Gx(t) = [¢+p(qg+ pt)"]"

(b) Aus der WEF folgt

Py =[q+pq"]"
P, =G (0) =n’p’q" " (qg+pg")" "

Die direkte Berechnung von P: aus f(z) ist ziemlich langwierig.
Wir stellen sie daher ausfiihrlich dar:

Pg . (ny> (n)p2+yqn+ny—2—y
2 /\y

y> ;2;
o ny(ny —1) (n o)
=g Z——( > (y) (pa") q" "
y=1
. L n — n
“q ) n n— p-q - n n n—
=L S22 (M) (pg) Y - nyl ) (pg™)Y "
2 y=1 2 y=1 y
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= lpz—q_— z;: [y(y - 1) + 4] (Z) (pg")* " ¥~

L R £ U
__Tz‘_zy( )(Pq )Y qnY

y=1 Y

- HO—P;L L;y(y -1) (Z) (pg")* "7 + iy(D (pQ")yq"‘“J ~

y=1

w2 |

npq”

2 n
% y( ) (pg")¥ q" Y
& 1 y

y=

.nzpzq-—2 n n—9 )
=5 et =00 X (327 () v
y—2
y=2
" (n—1
+7’l' n . nyy—1 n—y{
pq ;(y_l)(pq )" q }

2

n'pgq‘" n L /n-1 A y—
~ =5 —npq Zl<y_1> (pg™)¥ " gy
y:

1,22 -2 n nyn—2 —
= [n P°q n(n = 1)p’¢" (g4 pg™)" ™ + n?p* g 2npq™ (¢ + pg")* "t —

—np"q *npg” (g +pg")" 7| /2

n22

- 2qz_Pq" (g+pg")" " [n(n - 1)pg" + n(q+pg") — (q + pg™)]
n2p3

= 2 (n-1)¢"* ((I+pq")”‘2 [1+("+1)pq”"1] »

Eine eflizientere Rechenmethode werden wir spiter einfiihren.

Ubung 10.1.4. Man berechne 1 und g, (a) aus der WEF (10.3), (b)
aus der WEF im Beispiel 10.1.1.
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10.1.3. Binomialverteilung (n,p) /\ Poisson-Verteilung (1))

Diese Zusammensetzung haben wir schon im Beispiel 9.3.1 abgeleitet.
Laut (9.16) ergab sich

f(m)zm, z=0,1,...

!
d.h. eine Poisson-Verteilung mit dem Parameter p . . .
Die WEF haben wir durch Faltung einer Null-Eins-Verteilung im

Beispiel 9.3.5. als

Gx(t) = e—PA1—t) (10.5)

abgeleitet, da diese Zusammensetzung mit
NE(p) \ P(N)
und gleichzeitig mit
P()) v NE(p)
identisch ist. In der Ubung 9.3.1. wurde die MEF abgeleitet.

Beispiel 10.1.2. Man zeige, dafi die Zusammensetzung
B(n.p) \ B(m,») gegen dic  B(n,p) A\ PN

konvergiert, wenn m — oo, p' — 0, mp' = A gilt.

Losung: Wir benutzen einfach die WEF der ersten Verteilung, die
in (10.2) gegeben ist. Wegen p = ﬁ gilt

, = XA t).’"_
lim [¢ +p(¢+pt)" = lim \1——+—(g+pt)| =
A1-gq —Pt)}m _ emPAL-0)

m

m—0oC
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was (10.5) entspricht. e

I"Jbung 10.1.5. Man leite die Rekursionsformel fiir P, +1 der Vertei-
lung in (9.16) ab.

10.1.4. Binomialverteilung (ny,p) /\ Poisson-Verteilung (1))
v

Die WEF ergibt sich, da die Bedingung (9.18) erfiillt ist, durch Ein-

setzung der WEF der Binomialverteilung in die der Poissonverteilung,
d.h.

Gy (t) = e M1-(atp)”] = A(atpt)™~1] (10.6)

Diese Verteilung hat die drei Parameter n, p, A und wird oft als
Poisson-Binomialverteilung bezeichnet. In der Literatur wurde sie
ofter untersucht (vgl. McGuire & Brindley & Bancroft 1947; Skellam

1952; Sprott 1958; Shumway & Gurland 1960a,b; Katti & Gurland
1962; Kemp & Kemp 1965).

Im Spezialfall mit n = 1 ergibt sich

P(\)V NE(p) ~ NE(p) \ P(\)
(vgl. Abschnitt 10.1.3). Fiir n = 2 erhilt man die sogenannte Her-
mitsche Verteilung (vgl. Kemp, Kemp 1965).

Die WF der Poisson-Binomialverteilung ergibt sich laut Definition
als

-
Y\ 2 py_z€ AY
 \ T y!
vz
zoo=A nyy
_ P) e (n (Ag™) B ,
=\ Y¥)(z) x=0,1,...,ny (10.7)
! [
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Beispiel 10.1.3. Man zeige, dafl Zf(w) von (10.7) gleich 1 ist.

T

Lésung:

;yi (ny> o ‘;!f\”
i e MM 2:: (ny> e

-

> f()

v

=1
o0
e MY

Die Einfiihrung der Stirling-Zahlen der ersten Art an dieser
Stelle wird uns bei weiteren Rechnungen sehr behilflich sein. In Ab-
schnitt 6.2 haben wir festgestellt, dafl man eine Potenz auch faktoriell
darstellen kann, namlich als

= e—’\e)‘ =1.

=Y Z(n, ke, (10.8)

wobei die Z(n, k) die Stirling-Zahlen der zweiten Art bezeichneten (Ta-
belle 2, Anhang). Umgekehrt kann man die faktoriellen Ausdriicke ;)
mit Hilfe von Potenzen darstellen. Es ist beispielsweise

a:(z):m(w—l):w2—w

23 = o(z —1)(z — 2) =z — 32 + 22
24y = o(z — 1)(z - 2)(z - 3) = z* - 6z° + 112° - 6z

usw., wobei die Koeflizienten von z* die Stirling-Zahlen der ersten Art
sind. Man findet sie in der Tabelle 1 des Anhangs. Wir wiéhlen hier
die Bezeichnung

- Zn: S(n, k)zk. (10.9)
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Beispiel 10.1.4. Man driicke z(5) in Form von Potenzen aus.

Losung: Mit Hilfe der Tabelle 1 ergibt sich sofort

2(5) = 24z — 502% + 352 — 10z* + 5.0

Mit Hilfe von Stirling-Zahlen 148t sich die WF (10.7) auf eine zwar
kompliziert aussehende, jedoch rechnerisch sehr zweckmiBige Form

tiberfilhren. Wir haben laut (10.7)

P ze—)\ g™ y Aa™ )Y
1= (2) 5 Xt 2L =0 3 (i 2L,
e ! y!
LE y>

38

wobei wir den konstanten Faktor vor der Summe mit C bezeichnet

haben. Um n aus (ny)(,) ausklammern zu kénnen, benutzen wir (10.9)
und schreiben

CZZSxk )(ny) o (A

y>%k 1

_Cstk v & (\"

y>£

i;'

n)J

Um nun y* und y! kiirzen zu konnen, verwenden wir (10.8) und
erhalten

fz)=C ) St b)nt Z Z(k, 3)y5) Qe

b=1 > %Fl y!
T k <) /\

=CY Sz, k)n* Y Z(k,j) (A" JZ—"—)—
k=1 j=1 jper: )

Die letzte Summe ergibt bekanntlich e*?", so daf schlieSlich
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e—*(l—Q‘")‘ =0

r) = z A A" T k .
f(z) (2) € ZS(m,k)nkZZ(k,j)()\qn)J, e=1,2,...

q
(10.10)
gilt.
Zur Berechnung einzelner Wahrscheinlichkeiten mit (10.10) braucht
man lediglich die Stirling-Zahlen einzusetzen. Man kann dadurch die
langwierige Ableitung der WEF vermeiden.

Beispiel 10.1.5. Man berechne P; der Poisson-Binomialverteilung
mit Hilfe von (10.10).

Loésung: Setzt man A\g™ = ¢, so folgt durch Einsetzung von Stirling-
Zahlen beider Arten

p\° e et ) i
P = (E) 5 {S(5,1)n [2(5,1)c!] +
+8(5,2)n% [Z(2,1)c! + 2(2,2)¢] +
+5(5,3)n° [2(3,1)c" + Z(3,2)* + Z(3,3)c*] +
+S(5,4)n* [Z(4,1)c" + Z(4,2)% + Z(4,3)c® + Z(4,4)c?] +
+5(5,5)n° [Z(5,1)c* + Z(5,2)c® + Z(5,3)c® + Z(5,4)c* +

+2(5,5)c’]}

P 5 e~ et
= (—) ] [24nc —50n? (¢ + %) + 3507 (c+3 + &) -
q !

—10n* (c + 7c® + 6° + c*) +n® (e +15¢° + 25¢% + 10¢* + cs)] .0

Die Momente lassen sich schneller aus der WEF ableiten. So erhal-
ten wir aus (10.6):

B = npA
po = npA(q + np). (10.11)
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Wenn der Parameter n bekannt ist, dann kann man p und A mit
Hilfe von # und S? folgendermaflen schitzen:

. S*-z

P zm o

A= (10.12)
np

Eine andere Methode wird in Aufgabe 10.9 gezeigt.

I"Jbung 10.1.6. Man zeige, dal die Anfangsmomente der Poisson-
Binomialverteilung folgendermafien berechnet werden kdnnen:

7 —ZZrk

J

koj)m? > Z(4, i)\ (10.13)
=1

IIM»

Ubung 10.1.7. Aus (10.13) berechne man p, py und .

10.1.5. Binomialverteilung (n,p) \/ Poisson-Verteilung (A)

Wie aus der Definition der Verallgemeinerung folgt, entsteht die WEF
dieser Verteilung so, dal man statt ¢t in der WEF der Binomialvertei-
lung die WEF der Poisson-Verteilung einsetzt, d.h.

Gx(t) = [q-l—pe‘”l—”]n. (10.14)

Wie man sofort sieht, ist dies identisch mit der Zusammensetzung

P(xy) /\ B(n,p).

y
Die WF ergibt sich nach Definition als

f(z) =iw<2)p!’qn_y, z=0,1,... (10.15)

z!
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Verwendet man die Stirling-Zahlen, so 1afit sich (10.15) einfacher
ausdriicken. Durch Umordnung ergibt sich

= x_“‘" z": i Z(z, k)y (k) (Z) (pe™?)" g Y

y=0 k=1
z = ok n n—~k =k
T ZZ($’k)n(k) (pe™?) Z ('y B k) (pe=*)" " gV
k=1 y:k
A -2k _\yn—k
= =7 2 2@, Ky (pe™) (g +pe™) (10.16a)
T k=1
" k
A (g+pe™?)" & ) pe= o
:—“:!—;Z(z,k)n(k) W , r=1,2...
(10.16b)

und Py = (g +pe™)".

Beispiel 10.1.6. Man berechne P, bis P, der Verteilung (10.15).

Losung: Man setze

Dann ist
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PQ e bn

P, = Ab"ne
A2 B

= 9 [nc+ n(n — l)c“]

A%pn ,, 5

P = 30 [nc—{—3n(n—1)c‘—}—n(n—1)(n—2)c ]
A-‘lbn ) . s

P, = vl [nc + Tn(n — 1)c* 4 6n(n — 1)(n — 2)+

+n(n —1)(n — 2)(n — 3)04] .0

Die Anfangsmomente ergeben sich als

" k
o =Y Z(r, k)N Z(k, j)ngp, (10.17)
k=1 j=1

was der Leser in der Ubung 10.1.8. nachweisen soll. Verwendet man
die Abkirzung

= Anp (10.18)

so ergeben sich die Zentralmomente (z.B. mit Hilfe von (10.17)) als

p2 = pi(1 + Ag)
ps = py (14 3Xg+ Nq(q — p)] (10.19)
pa =y [14 7Ag + 341 (1 4+ Aq)? + 6X7¢(q — p) + A q(1 — 6pq)] .

Wenn n bekannt ist, kann man die Parameter p und A mit Hilfe von
} und po folgendermafien schitzen:

(10.20)
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Ubung 10.1.8. Man leite Formel (10.17) ab.
Ubung 10.1.9. Man leite y| und ph aus (10.17) ab.

10.1.6. Binomialv. (n,p) /\ Geometrische V. (p’)

Die WF ergibt sich laut Definition als

flz) = Z (Z)p“q"‘”p’q’"

r
i} —z
_ ppg)* (Pq Z neey(ad')".

Wegen

neo(gg ) = Ela)"]
i d(qq')"

folgt

o Ppd)r de n
@) = = s’ an(qq )

_Ppg) 1 ]
xb dgg)F |1 - g

_Ppd)” (1
==l

P pd \° |
- ( ) . z=0,1,... (10.21)

—qq')"*Y

1 —qq 1—qq

Dies ist eine geometrische Verteilung mit dem Parameter p'/(1 —
q'). Fir die WEF gilt

o0 ¥ i xr
_ Y4 gt = (1 = ad" — pg't)~!
Gx(t)~§l—_w<1_qq,> =p'(1-qq —pq't)

=p[1-qg+pt) ", (10.22)
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woraus folgt, dafl (10.21) identisch mit

G(p') v NE(p)
ist.
Die Momente u] und ps ergeben sich aus der WEF als

Pq
ﬂ'l = F
! 1 e )
fy = M4 (p,2 q9') (10.23)

Ubung 10.1.10. Man zeige, dafl fiir die Verteilung (10.21) F(oc0) = 1
gilt.

Ubung 10.1.11. Man zeige, daf fiir (10.21) u} = (1 — P,)/P, ist.

10.1.7. Binomialv. (ny,p) /\ Geometrische V. (p’)

y

Die WEF dieser Verteilung ergibt sich durch einfache Einsetzung als

1

Gx(t)=p' [1-4g'(¢+pt)"]” (10.24)

Die Verteilung 1afit sich somit auch in der Form

G(p') vV B(n,p)

bzw. als k-malige Faltung der Binomialverteilung, wobei k geometrisch
verteilt ist, darstellen:

B(n,p) \ G(?')
fox

Die WF ist laut Definition
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flz) = (ny)prq"y *p'q¥, z=0,1,...,ny.

g
vz

Diese Formel 1afit sich fiir Rechenzwecke etwas umformen. Es ist

— n
B=Y, ( J)p””q”y P =
y
P(r) v
I n
==3 (&) Y () (d'9")
B y
Mit der Bezeichung
c-F (BY
z! \x

folgt daraus

P =SS S(a k) (ny)* (da")

e
— cZJB:S(x,k)n’“Zy’c (d'q")”
:CZSI k)n kZZ;Z’vJy(;) dq")"
v
—CZSJ;A ’“ZZAJ Zy(, dq)’™
—CZSJ:A ZZ’\J ’—_‘fj—-Z(q’q")y
y

d(qq)

z . L d’ 1
:CZS(T,k)nkZZ(k7J)(qlq )J d — ; [L_q!qn]
k=1 j=1

(¢'q")
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=ﬁ(§) ZS(%’C)"'“ZZ(I»',J‘)J'!( 1

Beispiel 10.1.7. Aus (10.26) berechne man Py, P, P,.

Loésung:
I
Py
1-¢'q
)f - !.n n—1.r_1
Pyi= I —E-n.- a4 _npa” "pq

1-q¢'q" q 1-¢q¢" (1-4q")?

! "l f.n ron 2
_ p P q'q 2| 4'q qq"
PhP=— —¢(-n—+4n" 2
2(1-4q'q") ¢ { 1-qq" 1-dq'q" * L—q'q?

2nq'g"
p2qn 2plql ( n #}i _ l)
1 —qg'q"

2(1-q'q)?

Die faktoriellen Momente ergeben sich folgendermaflen (vgl.

["Ibung 10.1.13):

r k A
oy =2 3 St Y- 200t (£
J=1

k=1

Beispiel 10.1.8. Aus (10.27) berechne man p (1) und ps).

Losung:

(10.27)
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/

_ npq
Hay = I
’ ! 12
q 2 (4 | 2
Ky =P [_n? +n (17 + )] | (10.28)
_mw’d [n(1+4) - P |

p*

Wenn n bekannt ist, dann kann man die Parameter p und p’ schitzen
als

@ p=1- ( L ) (10.29)

oder

e 10.30
() » Z(n-1) ( )
S np
T+ np

Ubung 10.1.12. Man leite (10.24) direkt aus (10.25) ab.
Ubung 10.1.13. Man leite die Formel (10.27) ab. [Man beachte, daf

. d(g¥) b~ 1N
Dovnd 7 =2, dg'i  dq Z,q Tdgi\1-¢q )~
v Y =

=ji(1-¢)U*
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gilt].
Ubung 10.1.14. Man berechne p2 der Verteilung (10.25).

10.1.8. Binomialv. (n,p) V Geometrische V. (p’)

Diese Verallgemeinerung bereitet etwas mehr Schwierigkeiten als die
bisherigen. Die WEF lautet

Gx(t)=[g+pp'(1~-q't)7]". (10.31)

Durch sukzessives Ableiten ergibt sich dann

(¢ +pp")" z=0
fl@) =91 ox~(z-1 (n) , oy
? y;(y—l) g )PP 2 =1,2,

(10.32)

Beispiel 10.1.9. Man berechne P; der Verteilung (10.32) sowohl
aus der WF als auch aus der WEF.

Losung: Aus f(x) ergibt sich:

L
1-1 n - e
P=q")] <1 _ 1) (1>(pp')1(q+pp') b= npp'd (¢ +pp')"
y=1
Aus der WEF ergibt sich

Gx(0) =Py =(g+pp')"
Gx(t)y=n[g+pp'(1-¢O)™]" " (1 - ¢t)2¢],

woraus
G'%(0) = P, = npp'q'(¢+ pp')" "
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folgt. e

Beispiel 10.1.10. Man zeige, daf fiir (10.32) F(oo) = 1 ist.

s (3 _ i) (Z) (pp')¥ (g + pp' ™Y

(Z)(pp) q+pp)" Z(;:i) .

Losung:

- i

o

<
i

Es ist lehrreich zu zeigen, wie man die letzte Summe berechnet.
Man setze ¢ = y + k, wobei k =0,1,..., so daf§ gilt:

— (z—1 /z__oo y+k-1 ly+lc__oo y+k-1 1y+k
;y(y—1>q _Z< y-1 )0 =l f

k=0 k=0
o0 _ N\ Y
= ( ky)q’y(—Q’)’c =q¢'(1-4q)7" = (q*,> :
p
k=0
(10.33)

Setzt man dieses Resultat wieder oben ein, so folgt

F(c0) = i (Z)(pp')”(q +pp')" Y (%:)y

y=0

=i< )pq) (¢ +pp")" 7"
=(g+

' +pd )" =[a+p(p +d))" =1

Beispiel 10.1.11. Man leite die Zusammensetzung

NB(ky,p') ]\ B(n,p).

Y
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ab. Man setze k = 1 und zeige, dafl sie mit (10.32) identische Resultate
liefert.

Losung: Laut Definition ist

ky+z-1
e L

y

Setzt man hier k = 1, so ergibt sich

flz) =) <y +i - 1) (pp)q” (Z) g (10.34)

y

Z sy +1) y+2)...<y+w—1)(;‘)(pp'>yq"-y.

Den steigenden faktoriellen Ausdruck y(y +1)...(y + & — 1) =
y'*) kann man auch mit Hilfe der Stirling-Zahlen der ersten Art (und
Potenzen von y) ausdriicken, indem man alle Vorzeichen als positiv
annimmt, d.h.

yy+1)...(y+z-1)= ZISJJJ

Setzt man diesen Ausdruck in (10.34) ein, so folgt

) = L Y 8t () o

y=1j=1

= w'Z|S$J|ZZZ], y(l)( )( ygn—v

y=1:i=1
q° : . & (i ‘
= L S st 3 20 ' 3 (2 i
j=1 i=1 =l
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Il

i=

tzr T J ) )
qw—, STIS@ )Y 20 di)ne (') (g +pp)"
toj=1 1

_ ﬂ‘%ﬂz]s(x,j)[z:zu,i)n(i) (L) . z=1,2,...

q+ pp'

j=1 i=1
(10.35)
und f(0) = (¢ +pp')".
Diese Formel liefert mit (10.32) identische Resultate. Wir berech-
nen z.B.

pp'
q+pp

) = npp'q' (g +pp' )"

Pi=q(g+pp")'n (
usw. wie im Beispiel 10.1.9. e

Die faktoriellen Momente ergeben sich mittels einfacher, aber
langwieriger Algebra (vgl. Aufgabe 10.14) zu

r T 7
g : . ;
Her) = (;) YA NY Z3, i)ngp'. (10.36)
Jj=1 1

i=

Beispiel 10.1.12. Man berechne ;) und p(2).

Loésung:
q npq’
#(}) = Ijnp = T
1y 2 2
q npg”(np+q+1)
H(2) = (;) {np+ [np+n(n - 1)p%]} = ( = 0

Benutzt man g und g,, so kann man - falls n bekannt ist - die
beiden Parameter folgendermaflen schitzen:

P = ——_)—_ (10~37)
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Ubung 10.1.15. Man leite Py sowohl aus (10.32) als auch aus (10.35)
ab und vergleiche die Resultate.

Ubung 10.1.16. Man versuche, (10.32) aus (10.31) abzuleiten.

Ubung 10.1.17. Man zeige, daf fiir die Varianz der Verteilung (10.32)
gilt:

pz =npq' (1 + qq')/p"

10.1.9. Binomialv. (n,p) /\ Logarithmische V. (9)

Laut Definition gilt

- n .nn—.rAan
f(w)=z<)pq L 2=0,1,...,n

T
n=1

A= a9

(vgl. (8.3)). Da die logarithmische Verteilung nur fir n = 1, 2, ...
definiert ist, ergibt sich

n=1 n n=1 n
In(1 — ¢6)
In(1 - 6)

und
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fitrxe=1, ... n,also
In(1 — ¢f) <21
In(1-9)’ o
flz) = 4 5\ (10.38)
_(_P ) sl Eedlas
x \1-qgb '

worin wir eine modifizierte logarithmische Verteilung mit dem
Parameter p6/(1 — gf) erkennen. Der Nachweis, dal F(oo) = 1 gilt,
soll in der ["Ibung 10.1.18 erbracht werden.

Die WEF ergibt sich folglich als

_In(1 —¢f) > A [ pbt ¢
Gx(t) = =g +; z (1 -qe)
_In(1 - ¢6) pot
= Tm(iog) A <1_ 1—q6‘>
_ In[1-6(q +pt)]
=g (10.39)

ein Ausdruck, in dem wir sofort die Verteilung

L(8) v NE(p)

erkennen.
Die faktoriellen Momente ergeben sich analog wie bei der loga-

rithmischen Verteilung als

A(r = 1)(p0)"
Mo =" gy (10.40)
so daf} gilt:
r_ Apb
H1 1—-86
Apb 1 — 6(q + Ap)]

o == 10.
s 1-8) (10.41)
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flbung 10.1.18. Man zeige fiir die modifizierte logarithmische Ver-
teilung in (10.38), daf§ F(oo) =1 gilt.
Ubung 10.1.19. Man leite Formel 10.40 ab. [Man benutze

Pr) = Zx(m —1)...(z—7+1)f(x)

und stelle dies durch Ableitungen dar.]

10.1.10. Binomialv. (ny,p) /\ Logarithmische V. (§)

y

Da die Binomialverteilung die Bedingung (9.18) erfiillt, kann man die
WETF direkt aufstellen als

_ In[1 —68(q+ pt)”]
Gx(t) = mi-8) (10.42)
worin man sofort die Verteilung
L(8) v B(n,p)
erkennt. Die WF
n; _n ABY
f(z) = ( ;’)p*q”y = (10.43)

kann wieder in eine fir Rechenzwecke angenehmere Form tiberfiihrt

werden. Es ist
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Seinun A" = —In(1 — 6¢™). Dieletzte Summe iiber y multiplizieren
wir mit A'/A’, so dafl

1S yha (8 1,
D D 1%

gilt, wobei pj das k-te Anfangsmoment einer logarithmischen Vertei-
lung mit dem Parameter 8¢™ ist. Nach (8.13) ist aber

(j — 1)!(8g™)

k
=AY Z(k,j .
Hi, Z (k,J) (1-6g")

=1

so dafl sich nach Kiirzung der A’

A p Tz T k
P,=={(% S(z, k)nk
z! (q) ,; el - 1—6g"

Jj=1

(10.44)
ergibt. Aus dieser Formel kann man wiederum nur P, fiir > 1 be-
rechnen. Fiir Py gilt

In(1—8q™)
Py st
T m(1-9)

was man entweder aus (10.42) oder aus (10.43) leicht berechnet.

(10.45)

Beispiel 10.1.13. Man leite fiir diese Verteilung P, und P; ab.
Losung: Aus (10.44) ergibt sich

Bgm Anpfan—!
p=A2. , %" _ Anphq
q 1—6gn 1-68¢gn

Aflp 2 nfq" 5| fq" Bg" \’
P==(2) [_ 2
2 2<Q> { T—og " 1—9f;"+(1—9ff">

A,Zen——'_’ n
_ Anp®éq <n—1+ nfq )‘.

T 2(1-6gn) 1—6¢"
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Die faktoriellen Momente ergeben sich als

ny oo
Y\ 2 ny—o A8Y
Py = Zm“)(x)pqy Y
z=0y=1
2. A6V | — (ny — z-r _ny—z
- e L ()
y=1 r=r 4
-1
oI A8Y
=p")_ ) S(rk)ny) ——
y=1 k=1
r Rl Aoy
=57 Y S(r k)t Y
k=1 y:l y
p k o\’
o ok iV — 1) —— ) . (10.46
= Ap k S(r,k)n ;Z(k,y)(J 1) (1_9) (10.46)
=1 7=

Die Umwandlung der letzten Summe erfolgt wie in (8.13) (s. auch
oben).

Beispiel 10.1.14. Man berechne p 1, bis g4, aus (10.46).
Losung: Setzt man ¢ = 6/(1 — 8), so ergibt sich

) = Anpe
He2) = Ap® [—nc +n? (c+ cg)]
3y = Ap® [2nc — 3n® (c+c) + n’2!(c+ 3¢ + ¢*)] (10.47)

Ba) = Ap* [——6nc+ 11n® (c+cg) —6n°2! (c + 3 + c3) +
+n*3! (c+ 7¢ + 602 + c4)]

Weitere Umformungen iiberlassen wir dem Leser. o
Ubung 10.1.20. Man zeige, dafl fiir (10.43)
o = Anpd [np(1 — A8) + (1 — 6)] /(1 - 6)°
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gilt.

i [/} " )

Ubung 10.1.21. Man berechne P; und P, aus (10.42) und vergleiche Ky = (i—§> Z IS(r, 3)In ) (Ap) . (10.50)
dies mit den Resultaten im Beispiel 10.1.13. B j=1

Beispiel 10.1.16. Man berechne g} und p» mit Hilfe von (10.50).
10.1.11. Binomialv. (n,p) V Logarithmische V. (6)

Losung:
Die WEF ergibt sich nach Definition als
, BnAp
HFa)y =H = 1-8
_ pln(l - 6t)]1"
Gx(t) = [q + In(1—9) 6% [ndp+n(n - 1)(Ap)?]
) = 1-9) (10.51)
=[g— Apln(1 - 6t)]". (10.48)
_ _ OnAp(1 - 04p)
Durch sekzessive Ableitungen ergibt sich Mz = (1-6)?
70 Ap J Wenn n bekannt ist, kann man p aus der Haufigkeit der nullten
P 2 Z |S(x, j)|n;) (—) ; (10.49) Klasse schiatzen. Wegen Py = ¢" folgt
Jj=1 N
p=1- (L) 10.52
Beispiel 10.1.15. Man berechne P, bis P, aus (10.49). p= N ’ (10.52)
Losung: Fiir ¢ = Ap/q erhalten wir und § kann mau iterativ mit Hilfe von y| berechnen aus
P, i T 4 (10.53)
. n —(1—6)ln(1-06) '
P =48¢"nc
2.n o
P, = 9q [ne + n(n - 1)02] Ubung 10.1.22. Man verallgemeinere die Null-Eins-Verteilung (p)
3! durch die logarithmische Verteilung und zeige, dafl das Resultat eine
n N N . . . .
P, = 3 [2nc +3n(n — 1) +n(n — 1)(n— 2)03] modifizierte logarithmische Verteilung ist.
o= T8 (one 1 11n(n - 1)e + 6n(n — 1)(n — 2)c°
ST [6ne + 11n(n — 1)¢* + 6n(n — 1)(n - 2)c*+ 10.2. Poisson-Verteilungen

+n(n —1)(n —2)(n — 3)c*] .0
Wir haben bereits mehrere Kombinationen der Poisson-Verteilung ken-
Analog ergeben sich die faktoriellen Momente aus (10.48) als nengelernt. So ist bekannt, dafi

116 117



Zusammengeselzie und verallgemeinerte Verteilungen

P(xy) A\ B(n,p)

y

und

B(n,p)\/ P(\)

identisch sind. Auflerdem stimmen

MV B(n,p)
und

B(ny,p) \ P(\)

Y

iiberein. Weiter haben wir gezeigt, daf

NV NE(p)
mit
») \ P(Y)
und mit

B(n,p) \ P(\)

identisch ist. SchlieBlich haben wir festgestellt, dafl

P(\y) \ P(m)

und daher auch

P(m)\/ P())
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eine Neyman-Verteilung des Typs A darstellen. In der Aufgabe 10.30
findet man die Kombination

X N\ P(m)
A

wobei A nur nichtnegative Werte annehmen kann. Es bleiben also nur
wenige Kombinationen ibrig.

10.2.1. Poisson-V. (Ay) /\ negative Binomialv. (k,P)

Y

Laut Definition ergibt sich
o~ e M (y)® [~k P
-5 () (2) e
@=3 () (-

G = p——

Durch Umordnungen und Verwendung der Stirling-Zahlen ergibt
sich daraus (vgl. Ubung 10.2.1)

Il

(Q—Pe_)‘)—k, =0

Pe i
(7)) o
= (Q — .!I:"'.“_‘,\)KZ J:Jk (Q PE"") , T=12,...,

(10.55)
was eine sehr bequeme Rechenformel darstellt. Dabei bedeutet k{7
= k(k+1)...(k+j—1). Der Leser sollte die Schritte zwischen (10.54)
und (10.55) unbedingt nachvoliziehen.

flz) =

Beispiel 10.2.1. Man leite P, bis P; aus (10.55) ab.
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Losung:

P = MkPe™ (Q — Pe™) ™!

_ A2 kPe=* L R+ )P
T ol(Q - PeF {Q-Pe T (Q - Pe-))?
Y kPe=*  3k(k+41)P%e 2
P3'= = B\ k -P —A it A
31(Q — Pe—X)* | Q@ — Pe (Q — Pe—?)

wf T A —3X
bk 1)k 4 2)Pje 3 l .
(Q — Pe—)

Die WEF ergibt sich aus (10.54) oder durch direktes Einsetzen als
—k
Gy(t) = [Q - Pe—’\(l")] , (10.56)
was gleichzeitig auch die WEF von

NB(k,P)\/ P(})

ist.
Die faktoriellen Momente erhilt man ahnlich als

Hiry = AT Z Z(":J')(_k)(j)(_P)j

=AY Z(r, )k P, (10.57)

=1

da (=k)j) = (=k)(=k—1)... (k= j+1) = (=1)7kU) gilt (vgl. Ubung
10.2.3).
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Beispiel 10.2.2. Man berechne p(,, und p,, aus (10.57) und
daraus ps.

Losung:

pz) = X° [kP + k(k +1)P?] . (10.58)

Daraus ergibt sich

p2 = ARP(1 + AQ).e

Ubung 10.2.1. Man iiberfiihre (10.54) in (10.55).
Ubung 10.2.2. Man leite die Werte f(z) von P(/\y)/\G(p) ab und

v
zeige, daf} dies ein Spezialfall von (10.55) bzw. (10.56) mit k& = 1 ist.
Ubung 10.2.3. Man leite (10.57) aus (10.54) ab.

10.2.2. Poisson-V. (1)) \/ negative Binomialv. (k,P)
Diese Verteilung ist nach Definition identisch mit
NB(ky, P) \ P()).
y
Die WEF wird definiert als
—k _
Gx(t) = A r-@-PyTF] _ e rMQ-PT) 7k (10.59)
Die WF ergibt sich entweder aus (10.59) oder direkt als

fz) = ; (—fy> (_g)w — e _

y!
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2 () S P

!
y y:

7 (5) S L

c

—CZZ|5M (ky)’ (AQ k)yz

y j=1

—k\Y

x ) 7 A
=c2|s<au,j>|kfZzu,z')zy(i,(QT). (10.60)
i=1 =1 y :

Die letzten zwei Summen ergeben

d » 2Q
Y 20,9 (A Z( _3),.

i=1 =i

) —k
wobei die letzte Summe wiederum den Wert e*?  hat. Setzt man
diese Konstante ganz nach vorne, so erhilt man schlieflich

)= e—)‘(l_Q—k) B j ! i
f(z) —|<g) OIS Y0 20,1 (AQ7H)',

r=1,2,....
(10.61)

Beispiel 10.2.3. Man leite P, bis P, aus (10.61) ab.
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Durch Ableitungen von (10.59) und Umordnungen bekommt man
dasselbe Resultat. Diese Verteilung wird oft als Poisson-Pascal-
Verteilung bezeichnet.

Die faktoriellen Momente ergebhen sich auf die iibliche Art als

Wegen (—ky)(,) = (—1)"(ky)(" folgt daraus

/\Q X [(—ky—7r P\*"
- 7-) )

= (5) D S (1) ()
Die letze Summe ergibt

(5= (55) " e

da Q — P =1 gilt. Nach geeigneter Kiirzung ergibt sich
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o0

T s AY
W = Ple AZ(k.’/)( )E
y=0

o oo T ’ ' Y
= PTe AZle("v.]”(ky)J?
y=0 j=1
~a . e d = Y
= PTe Z|S(r,])|k’ZZZ(Jﬂ)‘y(i)_—,"
i=1 y=0 i=1 v
s r ) S J AT O v
- € J:Zl| (T’J)l ; (le) UZ; (y_t'J!-

Die letzte Summe ist gleich e, so dafl man schliefilich

r J
Hiry = Prz IS(TJ) k’ ZZ(]’ i)’\z
J=1 i=1

erhalt.

Beispiel 10.2.4. Man berechne gy, p2) und pa.
Losung: Laut (10.62) ergibt sich
.u(l) =kPA
pay = PP RN+ K2 (A +22)] = kPA[1 4 k(1 + )]
p2 = kPA(Q + kP).o

Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen

Hier sind N die Zufallsvariable und k,p die Parameter. Setzen
wir diese Verteilung mit der Poisson-Verteilung auf die obige Weise
zusammen, so erhalten wir

/\/\y

s =% () o

y!

-1\ [A &
Z(kr;_1>[_{—”%)~]—, n=kk+1,...

y<k

(10.64)

Diese Verteilung ist bekannt als die verallgemeinerte Pélya-
Aeppli Verteilung. Detailliert untersucht wurde der Spezialfall mit
k =1, die Pélya- Aeppli-Verteilung, definiert als

(10.62)

e n=20
f(n) = — 1\ (Ap/q)¥ 10.65
S o
y=1 N~ y:
Dies ist jedoch die Verteilung
POV GI(p),
(10.63)

wobei die geometrische Verteilung GI (= 1-verschobene geometrische
Verteilung) die WF

Schitzungen von Parametern mit Hilfte von faktoriellen Kumulan-

ten findet man in Katti & Gurland (1961), vgl. auch Johnson & Kotz

(1969:200).

fle)=pg" ", z=1,2,...

und die WEF

In Abschnitt 4 haben wir die negative Binomialverteilung folgen-

dermaflen definiert (vgl. 4.2)
n—1\ § g
f(n) = PR D n=>"kk+1,...
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Gy (t) =pt(l — qt)!

hat.
Die WEF die Pélya-Aeppli-Verteilung ergibt sich dann als
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Gy(t) = e [1mpt-an "], (10.66)

Beispiel 10.2.5. Man leite P, und P, der Pélya-Aeppli-Verteilung
ab.

Losung: Aus (10.63) ergibt sich

Ap o AP _ Ap
PQZC—/\qz |:-£+—£2—:|=/\pe /\|:q+7 .@

Die Momente lassen sich mit den hier eingefiihrten Mitteln nur
miithsam ableiten. Der sicherste Weg fihrt iiber die Ableitungen der
WEF zu den faktoriellen Momenten. Eine kompaktere Formel kann
man z.B. folgendermafien erhalten. Man definiere steigende faktori-
elle Momente durch

> |S<r,m>lwm] =Y [S(r,m)|E (x™)

m=1

ur = E(x‘”) - E

r

=) IS(r,m)|p, (10.67)

m=1

Aus (10.65) folgt, wenn man bedenkt, daf n die Variable ist:

- n—1\ ,(\p/q)¥
f>—e*ZZ (y_1> s (10.68)

n=yy=1

Verwendet man die Beziehung

-1 n+r-—1
n(")(:_l):<y+,‘_1>(‘l/+7‘—1)(r),
so ergibt sich
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n

- Ap/g)? = n+r—1
() = e ANy 4 1) (ARG . B
5 e ;(y+r )(r)——y! ngy yarr—1)T (10.69)

Fiir die letzte Summe gilt

n=y n=y y
Yy
i
=¢'(1-¢7 "= (2 —.
p) P

Setzt man dies in (10.69) ein, so erhilt man

-

n_ e o e ,\
o == Sy+r- ZZSU Ny +r -1
y=1

y=1j=1

(10.70)
Dabei ist bekanntlich

e =5 (1= (S

1= i= s=1

Einsetzen der rechten Seite in (10.70) liefert

S J ] B3 oo
n_¢€ ! J s ) AY
4= S RS B (1) -0 20 vy
p j=1 =0 s=1 y=1 y
Die letzte Summe ergibt wieder
¥ =
= Me ,
- [y —s)
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so daf} schliefllich

pm = *st ])Z< ) (r =173 Z(5, )M (10.71)
=1

gilt.

Beispiel 10.2.6. Man berechne pj, und g, mit Hilfe von (10.71).

Losung:

=50 (o]

(wegen z° = 1)

2
p
gl Qoo
+1 [( ) P01+ (i)(2—1)2—1/\+

+( ) o0}

p2

Daraus ergibt sich laut (10.67):

A
p =g ==
p
p? =y +

d.h.
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also

und schliefilich

M+22-dp A A1+
pp =gy — =2 TEL AP 2 ( 5 9. (10.72)
p* I P

Dasselbe Resultat erhdlt man durch Ableiten der WEF. o

Die Pélya- Aeppli-Verteilung hat nur zwei Parameter, die sich leicht
schitzen lassen.

a) Benutzt man p} und ps so erhilt man (vgl. I"Jbung 10.2.5):

s 2%°
A==
S§*+z
A
p=— 10.7
p= (10.73)
b) Aus Py und P, folgt
N fO
A=—InZ
n N
p=A (10.74)
Afo

Tabellen, die die Anpassung erleichtern, findet man bei Sherbrooke
(1966).

ﬁbung 10.2.4. Unter Anwendung des Verfahrens, das von (10.68) zu
(10.71) fiihrte, leite man p(*) direkt aus (10.68) ab.

ﬂbung 10.2.5. Man zeige die Richtigkeit der Formeln (10.73).
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Ubung 10.2.6. Man leite die Verteilung von

N\ GII(p)

[Hier ist die geometrische Verteilung f(z) = pg®, =z = 0,1,....
In (10.59) und (10.60) setze man &k = 1].

10.2.3. Poisson-V. (1) /\ Logarithmische V. (q)
A

Wenn der Parameter A der Poisson-Verteilung selbst eine Zufallsvaria-

ble ist, die einer logarithmischen Verteilung folgt, dann erhalten wir
die WF als

:i e AP :léi (10.75)

=1
(vgl. (8.3)). Daraus ergibt sich
In (1 —ge ')
= 10.7
0 In(1 - q) (10.76a)
A
p =4 (10.76b)
€—q

r—1 i
A
:{e—Z)rtZZ(I‘U)“( 4 ) r=2,3...
Ti=1

(10.76¢)

Beispiel 10.2.7. Mau leite (10.76¢) ab.

Losung: Die WF in (10.75) kann man wie folgt darstellen:
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A 20 . N ‘4 oo x~1 B /\
fla)=5) X (ge™) = 53N Z(e - 1A (ae )
=P Ta=1i=1
=, ;' [(rﬂ?") ]
= — Z .—].,L € 1
7 2 2 2 b e
A3 i od = A
= == A .—1,1 € E ; 6_1
r'; (2 —1,7) (¢ TP l);;(q )

so daf}

N AN e—1.4) (qe-t) — & ¢
f(l)—‘r!ZZ(" 1,i) (q )r”q(,-l)f[l—qt’_lJ

gilt.
nach (qe—l) ist ! (1~ qe‘l)_i_l,

qe
Die i-te Ableitung von I L =

somit erhalt man

flz) = l—qt"l ZZI—IL (1—-qe'>'

Erweitern der Briiche mit e ergibt (10.76¢).

Die WEF ist
In (1 —ge'™h)
Gx(t) = ————— 10.77
(= =t (1077)
woraus sich die ersten Momente ergeben:
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w =
YTop
— A
uy = 2 F P =Ag) (10.78)
P2
Den Parameter p kann man iterativ aus
L _ . 1-p
= —5inp (10.79)

schatzen.

Ubung 10.2.7. Man leite (10.76a) und (10.76b) aus (10.75) ab.
Ubung 10.2.8. Man leite Py, P, und P; aus der WEF (10.77) ab.

10.2.4. Poisson-V. (Xy) /\ Logarithmische V. (q)

v
Die WF ergibt sich als
— e MY A AN L,
f(z) =Z—i?—}7q = sz Yge )Y,  (10.80)
y=1 k ' y=1

wobei wir einen &hnlichen Fall haben wie in Abschnitt 10.2.3. Folgt
man der Ableitung in Beispiel 10.2.7, so erhilt man

( In (1 ~qe_’\) )
Ir =
In(1-¢) '
AXge*
f) =0 T2 g z=1
r—1 §
AN N qe™>

211 —ae—2) - ' S . = LAY

\r!(l—qe-f\);‘zu l’l)l'(l—qe—/\) , ©=2,3,
(10.81)
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Die WEF ergibt sich aus (10.80) als
_In (1 - ge=1-t))
- In(1 - q) ’

(vgl. Ubung 10.2.9) worin man die verallgemeinerte logarithmische
Verteilung

Gx(t) (10.82)

L(g)\/ P(3)
erkennt.
Die ersten Momente ergeben sich als

' Alg
H = —,
P
ANglp+ A1 -4
= 22alp+ A - Ag)] (10.83)

p?
ﬁbung 10.2.9. Man leite (10.82) aus der Definition der WEF ab.
10.2.5. Poisson-V. () \/ Logarithmische V. (q)

Einsetzen in die WEF der Poisson-Verteilung ergibt

Gx(t) = exp {—,\ [1 = H}} = e Al+dlntl=at] (10 84)

Daraus folgt durch sukzessive Ableitung

e_l\, I:O
flz)=Q e g & ) )
YIS NI4T, e =12,
2
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was sich auch in der Form fjbung 10.2.10. Man zeige, dafl (10.84) der WEF der negativen Bino-

mialverteilung mit den Parametern 4 = ————— und p entspricht.
e~ g~ () M4 -1\ _, . —In(1-q)
fa) = L)@ = e
! T
B ()\A +x - 1)p“q’, c=0.1,... 10.3. Negative Binomialverteilungen
x
(10.86) Es ist uns bereits bekannt, daf§
schreiben 1afit, da NB(ky,p) \ P(\) = P(\)\/ NB(k,p)
D, S !
P = p=Tnli—a) = e~ und

gilt. Letzeres zeigt man leicht durch Logarithmieren der Ausdriicke.
Die Verteilung ist also eine negative Binomialverteilung mit den

NB(k,p)\/ P(A) =~ P(\y) \ NB(k,p)

Parametern AA und p. )
Die ersten Momente sind gilt (vgl. Abschnitte 10.2.1, 10.2.2).
Die Verteilungen
e Alg
=
5 NB(ky,p) \ B(n.p),
und !
o NB(k,p)\/ B(n,p)
_ AN 7
o= o (10.87) NB(ky,p) \ NB(m.p')
die restlichen kann man aus der negativen Binomialverteilung ableiten. !
stichen NB(k,p)\/ NB(m.p')
Die Schitzung der Parameter kann man folgendermaflen durch- J P
fithren: werden nicht untersucht, da sie zu viele Parameter enthalten. Weiter
) fo zeigt man leicht, daf sich die WEF von
i f (1088)

NB(k, B(n,p
und p lafit sich iterativ bestimmen aus (f.2) /L\ (v
o 1-p als
L Sl g (10.89)
T S
N

Gx(t) = {[q' +p'p(1 - qf)]_L}n
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ergibt, worin man die Verteilung

B(n,p') \/ G(p)
(vgl. Abschnitt 10.1.7.) erkennt. Entsprechend erweist sich

NB(k,p) \ P())
k

als identisch mit P(A) \/ G(p) (vgl. Abschnitt 10.2.2.).

Aufgrund der obigen Uberlegungen kénnen wir uns auf bestimmte
Verteilungen beschranken.

10.3.1. Negative Binomialv. (k,p) /\ Negative Binomialv. (m,p’)
k

Aus der Definition der WF

 (k+z-— m+ k-
f(:l‘) :Z< +w 1)pkq1( +k 1)p'mq'k7 (10.90)

k=0

ergibt sich die WEF als

worin man sofort die Verteilung

NB(m,p')\/ G(p)

erkennt.
Die Formel (10.90) lafit sich wie folgt vereinfachen:
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e k+z+1\/m+k+1
flz) = ¢p' Z( )( k+ )(pq')’“
) T
;npmn m+k—1
= 2kt 1)<w)< L )(pq')’“-
k
Hier empfiehlt es sich, die Beziehung

=

T T J
(k+z =1y =D 18Dk =Y I8(2,5)1 " 20,k
i=1 i=1 i=1
zu verwenden.
Durch Einsetzen ergibt sich

z tm * J

q*p . .. m+k—1
o) = T3 1 Y- 260 5 (™ ko e
j=1 =1 k
Wegen

' ' 'di(pq’Jk

kiy(pg)* = (pg')' 5 =,

& ) d(pq’)’

laBlt sich die letzte Summe in der Form

N l'ii ~ n1+k—1) ko 1 (.i P
(pq') 0TV Zk,( . (pg")" = (pq') L [(1-pg")™™]

= (pg')'m! (1 = pg'y ™"
darstellen. Setzen wir wieder oben ein, so erhalten wir

o dm T J

v . T e o
= o 218D 26 iym (vg) (1 - pq')
’ j=1 =1
P mqr - J »q i
(l—-pq’) m!jglls(ar,J)l;Z(J,l)m (l—pq’> , z=1,2,...

(10.92)
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und Py = p"™(1 - pg')™".

Beispiel 10.3.1. Man berechne P, und P» aus (10.92).

Loésung:

P’ ™ Pq' m 1 ' 1
- 1-1-m- =mpgp™q (1 —pqg) ™"
Py (1_pq,) q[ 1_pq,] pep 4 (1 —pq)

' m o '
P q P
P, (1—pq’> 2!{ m 1—pq’+

mpq' m(m + I)(pq')2:| }
o [l' T—pd  (1-pq)?
n, —m— mm+1) 5 5 p —m=2
= mpg’p™q' (1 — pg') ™"t + —(2—)p°q P (L —pg) T e
Die ersten Momente erfolgen aus der WEF als
, _ maq
=
e (10.93)
_ maq' (g +p')
2 p2p'?
fjbung 10.3.1. Man leite Py und P; aus der WEF ab.
ﬁbung 10.3.2. Man leite p;y und e, aus der WEF ab.
10.3.2. Negative Binomialv. (k,p) /\ Logarithmische V. ()
k
Laut Definition ergibt sich die WF als
Xkt -1\ , ,A46F B
f(£)=Z< N )pq—k— x 220 Lyrg (10.94)

k=1
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woraus durch geeignete Umformungen

In(1 - p8) _0
In(1-6)’ S
f(.l)) = Aq“" kg J pa $
— ] Jyi) (i — 1)! = e
sz -1 (2) e 1
) (10.95)
folgt (vgl. Ubung 10.3.3). Fir die WEF gilt
In[1 — 8p(1 — gt)7!)
t) = .
Gx(t) (1 —6) (10.96)
worin man sofort die Verteilung
L(#) \ Gv)
erkennt.
Die ersten Momente ergeben sich aus der WEF als
' Aqgb
= 10.97

und

Agf[l + q — 0 — Agh)
p(1-0)?

M2 =

Ubung 10.3.3. Man leite (10.95) aus (10.94) ah.
ﬂ'bung 10.3.4. Man leite P, und P ab.
Ubung 10.3.5. Man leite die WEF (10.96) ab.

10.3.3. Negative Binomialv. (ky,p) /\ Logarithmische V. (6)
y

Laut Definition gilt fiir die WF

139



Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen

ky+z—-1 ey A9Y
= T —_ 10.98
fz) ( = >P q 7 ( )
y>

bl L

Da die Bedingung (9.18) erfiillt ist, gilt
NB(ky,p) \ L(6) = L(6) \/ NB(k,p),
y

so dafl die WEF sich als

_ In[1 - 6p*(1 — qt)*]
- In(1 - 6)

Gx(t) (10.99)

ergibt. Der Ausdruck (10.99) laBt sich wie folgt umformen: Fiir z = 0
ergibt sich

In(1 - p*6)
= A[-In(1 - p*0)] = =5 10.100
Py = A[-In(1 - p*6)] In(1_ 0) ( )
Fir z > 1 ist
Ag* pko vy
v2 %
o0 T K ]
Ag® g (P*8)
= ST 2 2 IG (ke =
y=1 j=1
z 00 y
Ag® PN TR j(Pka)
=— 2; |S(z, j)|K? yz_;y 1 (10.101)
= =]

wobei fir die letzte Summe
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oo kgy ¥ oo J kay ¥
Yoy ) =2 2Gi 2/

y=1 Yy y=1:i=1 y
J . i oo kg\V
=Y 26,0 () L 3 @19)
=1 d(p 8) y=1 y

gilt. Hier ergibt wiederum die letzte Summe
—In(1- pk0) ,
und die i-te Ableitung nach (p*4) ist

(i~1)! (L —pko) "

Setzt man das Resultat in (10.101) ein, so erhilt man

A & T kg !
Pm=Tq!-z;w(ic,])lk’z;Z(J,l)(z—1)!< 4 ) e=12,...
)= L

1— pko
(10.102)
Die ersten Momente erhilt man aus der WEF als
s Abkg
YT p(1-9)
_ ABkq[l -6+ kq(1 — Ab)]
Ly = 2(1=0) (10.103)

Die Momente (10.97) sind Spezialfille der Momente (10.103) mit
k=1

I"Jbung 10.3.6. Man zeige, daf}
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ko
Pl = 'Agp—q.,

1 - 6pk

ABp*g** (k + 1 — 6p*)
P, =

2(1 - fpk)’
gilt.

10.3.4. Negative Binomialv. (k,p) \/ Logarithmische V. (6)

Die WEF ergibt sich als

—k
G:(t) = p [l - qlll;((ll——_aot))] =p*[1+qAln(1 - Ht)]_lc , (10.104)

woraus fir die WF

H

- 10.105
fz) = S(z, )| kU (gAY, z=1,2,... ( )

folgt. Die ersten Momente lauten

, _ Akgt
-y
Akq8(p + Agh)

=" (10.106)

Ubung 10.3.7. Man zeige, daf
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Biry = ( )Z|S k‘”(%)j. (10.107)

gilt. [Man gehe von (10.104) aus und verallgemeinere.]

Ubung 10.3.8. Man leite ab: (a) die WEF, (b) die WF, (c) u} und
po der Verteilung NB(k,p)\/ NE(p') (d) Man zelge daﬁ F(o0) =1

gilt. (e) Man zeige, dafl NB(k, p)VNE /\NB k,p) ist.

10.4. Potenzreihen-Verteilungen (PRV)

Eine Verallgemeinerung kann auch darin bestehen, dafl man mehrere
Verteilungen auf eine gemeinsame, allgemeinere Grundlage zuriickfiihrt
und eine "Familie” bildet. Eine der bekanntesten Familien sind die
PRV, die man allgemein (vgl. Noack 1950) in der Form

z=0,1,2,... (10.108)

darstellen kann. Dabei bezeichnen
a(z) - eine reelle Funktion von z

6 - einen Parameter der Verteilung mit 0<f<R, wobei R den Kon-
vergenzradius der Reihe bezeichnet,

§(6) - die Summe der Potenzreihe, d.h. 5(6) = Za(m)Oz.

Auf diese Art kann man offensichtlich eine ganze Reihe von Vertei-
lungen erzeugen. Von den bekanntesten Verteilungen fallen darunter
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(a) Die Binomialverteilung

=)

woraus
n\ ge n\ (p * n\ . _.
e gzl ala) LTy
= n = n - q
(1+0) (Hg) (q+p z)?
q q
folgt.
(b) Die Poisson-Verteilung.
Hier ist )
a(z) = o
0=2A
5(8) = €,
woraus sich \
1A% e A"
M@= ==

ergibt.

(c) Die negative Binomialverteilung.
(z)

Dabei ist
k+z—-1
T
f

S@)=(1-6)"=p7,
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woraus
(k-{—m—l)w
q
. T Skt -1\ 4,
o) = At = (P12 g
folgt.

(d) Die logarithmische Verteilung.
Man setzt nun

1
a(m) = ;7
§=gq,
5(6) = —In(1 - g),
woraus -
fz) = —xin(l —q)
folgt.

Beispiel 10.4.1. Man konstruiere eine Verteﬂung aus der Funktion

£(6) = (1+6)e’.

Losung: Man entwickelt €? in eine Taylorreihe und bekommt

F(0) = (1+6) (1+0+02+£+...)

2! 7" 3
3, 4.,
=1+20+~2—!0 +§9 +...
=2(IL‘+1)01,
!
z=0
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so daf} sich die Verteilung

(z)6 - (@+1)6°(1 +6)""e”®
a@f> g _ @+ +e e
f(w) ] S(g) — (1 +0)69 = ! y = 0,1,2,” vy

ergibt.
Beispiel 10.4.2. Man zeige, daff die geometrischen Verteilungen I
und II PRV sind.

Lésung:
I. Fir f(z) = pg®~! ist

II. fir f(z) = pqg® ist

(z)
9

S(6)

1
q
pi=(1-q7"

Haben mehrere Verteilungen eine gemeinsame Grundform, so lassen
sich fiir sie einheitlich auch andere Gréfien ableiten.

Die Rekursionsformel fiir Wahrscheinlichkeiten ergibt sich
aufgrund von

Peyy _ alz+1)87*'/5(8)  alx+1)d

P, a(z)6*/S(6) ~  a(z)
als
241
Popt = ”’(:(:) Jop,. (10.109)

146

Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen

Beispiel 10.4.3. Man bestimme aus (10.109) die Rekursionsfor-
meln fiir

(a) Binomialverteilung

) Poisson-Verteilung

) geometrische Verteilung

d) negative Binomialverteilung
)

logarithmische Verteilung

(@) Petr = n) - :.t'-Fl..a'PJﬂ
T
1
A
(z+1)! A
L) L P,
() Post T P=
x!
(C) Pw+1=qu
(k-{-:c)
z+1 k+e
- - P,
(d)  Popr k+z—1\"" z+1
x
1
q
7 1 T
() Pw+1=—"+l Po=——q-Pus
T

Die erzeugenden Funktionen sind leicht abzuleiten. Die MEF
ergibt sich als
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. La(z) (Be!) (et
Mx(t) =F (e ):Z aéi;ége} = ;‘(9)),

(10.110)
die WEF als

Gx(t) = 22 (;((x;)(ot)w - ?9((?))‘ (10.111)

Beispiel 10.4.4. Man leite die MEF ab (a) fiir die Binomialver-
teilung, (b) fiir die Poisson-Verteilung.

Losung: (a) Bei der Binomialverteilung war

o="2
q
S(8) = (1+6)",

so dafl
S(0e’) = (1 + 6¢')"
und
P, "
- 1+ ~e
(1+ 6e*) ( q ) tyn
(t) = —— = (g + pe')
(1+6) (1+3)
q
gilt.

(b) Bei der Poisson-Verteilung war

0=\
5(8) = €,
so daf} sich
S(8et) = e**
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und

ergiht.

Beispiel 10.4.5. Man leite die WEF ab (a) fiir die negative Bino-
mialverteilung, (b) fiir die logarithmische Verteilung,

Losung: (a) Wir hatten

0=gq
S6)=(1-6)"*=p*,
so daf
S(0t) = (1-6t)™* = (1 - gt)~*
gilt und
1—qt)~* _
Gx()= EoT _ phia gyt
p
(b) Hier ist
0=gq
$(6) = ~In(1 - g),
so daf} sich
5(6t) = —In(1 — qt)
ergibt und

_—In(l—gqt) In(1-qt)
T -hi-g T (-g°

Gx(t)

Die Momente und Rekursionsformeln fiir Momente lassen
sich einheitlich ableiten. So ist beispielsweise
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- - _ (10.112)

Beispiel 10.4.6. Man leite £} mit Hilfe von (10.112) ab (a) fiir die
Poisson-Verteilung, (b) fiir die negative Binomialverteilung, (c) fiir die
logarithmische Verteilung.

Lésung:
(2 A |
5(6) =e*; S§'(8) =e*, daher gilt
, el
M= = A

S@)=(1- 9)_k; S'(8) = k(1 - 0)_’“_1, somit ist

L B _ kg
e w1 -0 =,
(¢) .
S(6) = -In(1-6); S'(9) = —, daraus folgt

Das r-te faktorielle Moment ergibt sich analog als
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Y. xma(x)d® A Z d" [a(x)6*] _

,U(,.) = 3(9) - 5(9) dor

o 4 A ()
= SO & Y a(z)f® = 50 (10.113)
wobei S(") die 1-te Ableitung nach 8 bedeutet.

Beispiel 10.4.7. Man leite das r-te faktorielle Moment der Bino-
mialverteilung ab.

Lo6sung:

S()=(1+8)" S78) =niy(1+6)"

, Wworaus
wpsone () (1)
Kry = : n((r)l(iz)i) = E - =n)p"
(+3)
q
folgt.

Die Rekursionsformeln fiir Anfangsmomente ergeben sich wie
folgt: Leitet man

z"a(x)d*
Z 5(9]

nach 8 ab, so ergibt sich

du; x"a(z)z0"" 1 S(0) — z"a(x)8" S'(H)
a9 Z S2(0) '

T

Multiplikation beider Seiten mit  ergibt
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adpi, B Z z"tla(z)6® 3

- 9 -
dé 5(6) S(6) 5(6)
= flygr — Hiky
wegen (10.112). Daraus folgt
d !
Hopy = phl + 0L, (10.114)

Beispiel 10.4.8. Man entwickle aus (10.114) die Rekursionsfor-
meln fiir Anfangsmomente (a) fiir die Poisson-Verteilung, (b) fir die
Binomialverteilung.

Lo6sung:
(a)
=X, p; =2 daherist
r oy )\d,‘l’lr . ’ d/J‘;'
p“!‘+1 - AI"’P + dA - A y’r + dA b
(b)
0="20 u=np
q

Hier ergibt sich eine kleine Komplikation: p!, ist zwar eine Funktion
von 6, d.h. u! = h(6), aber 8 selbst ist eine Funktion von p (dem
Parameter), also § = g(p). Daher ist

#,. = h(8) = h{g(p)] .

Die Ableitung von p!. nach p ergibt

() = b’ [g(p)] ¢ (p),
d.h.
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du, _ dp; df

dp ~ dd dp’
woraus
dp;,
du, _ dp
6 - do (10.115)
dp
folgt.

Ist also @ nicht direkt der Parameter einer Verteilung, sondern nur

seine Funktion, so muffi man den Ausdruck (10.115) verwenden. Fiir
die Binomialverteilung ist

gP__P_
g 1-p
0' = Edf = l
dp ¢
Einsetzen in (10.114) ergibt
p dp,
"~ o+ 1.9P v (PN 24
Hot1 = NP, + “—7— = npu, + (‘) rgt—=
il ¢/ dp
dp
n , d;z'r)
= —p, + .0
(e G

Die Rekursionsformel fiir die Zentralmomente ergibt sich fol-
gendermafien. Wegen (10.112) gilt

_ (2 p) e(x)8 85'(8)]" a(x)6"
tr Z S(9) - Z [m TSy | s@)
Die Ableitung nach 6 ergibt
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dp, s~ (e — )" (<) a(z)6"
do =X : 5(6) 1

(z — 1) a(z) (261 5(6) — 6°S'(8)]
' Z )

e 7 (APl [ 0510

S5(6)
Wegen
05'0) _ .
T T
S(9) #
folgt
dpr _ dﬂ] (z—pf) yrH a(z)6”
d - TH1gg ty Z $(8)
L w1
= —THr-1 4o 0#r+1a
woraus sich
d.b“l d,lL,.
=40 T 0.11
Hri1 (de ST (10.116)

ergibt.

Beispiel 10.4.9. Man leite die Rekursionsformel fiir die Zentralmo-
mente ab (a) fiir die Poisson-Verteilung, (b) fiir die Binomialverteilung.

Losung:

(a)

daher ist
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(b) Im Beispiel 10.4.8. hatten wir

e 1

% = q_2 so dafi
d ! !

mo_dm [ L
de dp / dp
i _ ditr 2

do dp *°

gilt und schliefllich

p 2 2d#r)
Bry1 =~ Tng" tr_1 + ¢
q ( dp

du.,
=pq |- N 0
pq dp

fjbung 10.4.1. Fiir die Verteilung in Beispiel 10.4.1. bestimme
man (a) die Rekursionsformel fiir Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
(10.109), (b) i)

Ubung 10.4.2. Man leite py mit Hilfe von (10.112) ab (a) fiir die
Binomialverteilung, (b) fiir die logarithmische Verteilung.

ﬁbung 10.4.3. Man leite die Rekursionsformel fiir die Anfangsmo-
mente der logarithmischen Verteilung ab.

Ubung 10.4.4. Man konstruiere eine Verteilung aus der Funktion
f(8) = (a + 8)e® und zeige, daB es eine PRV ist.

Benutzte und weiterfithrende Literatur:

Douglas (1980); Gurland (1965); Johnson, Kotz (1969); Katti, Gur-
land (1961, 1962); Kemp, Kemp (1965); McGuire, Brindley, Bancroft
(1947); Noack (1950); Sherbrooke (1966); Shumway, Gurland (1960a,
b); Skellam (1952); Sprott (1958).
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Aufgaben

In der ﬁbung 10.1.3 haben wir festgestellt, dafl die Zusammen-
setzung B(n,p) A, B(m,p) eine Binomialverteilung ergibt mit

fz) = (m) (#)" (¢+ap)™™® und Gx(t) = (1-p* +5720)".

T

Man leite g} und p, ab.
Aus der WEF (10.3)

Gx(t)=[d" +p'(g+pt)"]"

leite man Py und P, ab.
Man zeige, dafl ZPm =1 fiir den Ausdruck (10.4.) gilt.

Man leite fiir die Verteilung in (10.1) die Rekursionsformel fiir
Pm+1 ab.

Man zeige, dafi die Zusammensetzung B(ny, p) /\ B(m,p') ge-
gen die Neyman- Vertellung Typ A konvergiert fur m — 00,
P—=0,p—=0m =X n— oo, np =0 [Man benutze
(10.3).]

Man stelle mit Hilfe von (10.10) die Formeln fiir P, bis Py der
Poisson-Binomialverteilung auf.

Man zeige, dafl fiir die Poisson-Binomialverteilung (10.7)

= npA [¢(q — p) — 3npq + n*p?] und

= 3n’p’X* (g + np)® + 6n°p’ g\ + n2p?gA(7 — 11p) + npgA(1 — 6pq)

(10.117)

gilt.

Fir die Zusammensetzung B(ny,p) A, B(n,p) (vgl. Beispiel
10.1.1) zeige man

Zusammengesetzte und verallgemeinerte Verteilungen

(a) daB

- 5, ()

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.
10.16.

10.17.

10.18.

v
z nyn T k n j
=<1_’) (a4 287)" $ g0 fymt 3 2k, ( Pe n)
q z. =1 =1 q+pg
ist.

(b) Aus dem Resultat berechne man P, und vergleiche mit Bei-
spiel 10.1.1b.

Ist der Parameter n der Poisson- Bmomlalvertellung bekannt,
dann schitze man A und p mit Hilfe von py und P, /P,.

Man berechne Pj einer Poisson- -Binomialverteilung mit den Pa-
rametern n = 10; p = 0,5; A = 2.

Man leite die MEF der Zusammensetzung P(\y) A, B(n,p) ab
und vergleiche sie mit (10.14).

Man zeige, dafl Zf z) =1 fiir die Verteilung (10.15) gilt.

xr
Man zeige, daf8 p1,.y = r!u7,, fiir das r-te faktorielle Moment der
B(r) (1)

Zusammensetzung B(n,p)/\G(p') gilt [vgl. (10.21)].

Man leite Formel (10.36) ab (faktorielle Momente der Verallge-
meinerung B(n,p) \/ G(p')). [Man benutze (10.34).]

Man zeige, dafl F(co) =1 fiir (10.25) gilt.

Man berechne yi;) und g5 der binomialgeometrischen Vertei-
lung (10.25) aus der WEF (10.24) und vergleiche mit dem Bei-
spiel 10.1.8.

Man stelle die WEF der n-maligen Faltung einer Null-Eins-
Verteilung (p) auf, wobei n geometrisch verteilt ist mit dem
Parameter p'.

Man verallgemeinere eine Null-Eins-Verteilung mit dem Para-
meter p’ durch eine geometrische Verteilung mit dem Parameter
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p und zeige, dafl das Resultat eine geometrische Verteilung ist
(vgl. Abschnitt 10.1.6).
10.19. Man stelle die WF und die WEF der Zusammensetzung
B(ny,p) \NB(k, P) auf.
y
10.20. (Fortsetzung)
(a) Man zeige, dafl ) P, =1 gilt;
(b) man leite

P\ Q-Pa) v N (=Pt Y
P, = (E) —rzs(wd)” ZZ(Jv It k) (QHPQ">
(10.118)

j=1 i=1
her.
(c) Man leite ab: Py aus der Definition, P; aus der WEF und
P, aus (10.118).

(d) Man zeige, dafl

7 3

o= 20r )0 Y S it Y Z(0,5)(~k) oy (- P)?

i=1 s=1
(10.119)
gilt.
[Es geniigt, () zu berechnen, vgl. dann (10.45).]
10.21. (Fortsetzung)
Man berechne yj und p} aus (10.119) und zeige

o = iy [q + np(1 — k) P].

10.22. Man zeige, daf8 die Verteilung NE(p) A,,. L(9), d.h. eine n-
malige Faltung der Null-Eins-Verteilung, wobei n logarithmisch
verteilt ist, eine modifizierte logarithmische Verteilung ergibt

und daf} sie mit B(n,p)/\L(ﬁ) identisch ist [vgl. 10.38)].
10.23. Man leite die WF der Zusammensetzung 1-verschobene

B(n,p)/\P()\) ab.
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10.24. Was fiir eine Verteilung bekommt man, wenn man in (10.14)
n =1 setzt?

10.25. (a) Man leite die WF der Verallgemeinerung NE(p) \/ P(A) ab
und zeige, dafl dies eine modifizierte Poisson-Verteilung
ist;

(b) man zeige, daff F(oo) = 1 gilt.

10.26. Man betrachte die Verallgemeinerung NE(p) \/ G(p').
(a) Man stelle die WEF auf.
(b) Man leite die WF ab und zeige, da$§ es sich um eine modi-
fizierte geometrische Verteilung handelt.
(c) Man versuche, diese Verteilung aus der Zusammensetzung
NB(ky,p’)/\B(n,p) abzuleiten, indem man k = n = 1

y
setzt.

(d) Man zeige, dafl F(oo) = 1 ist.
(e) Man leite die WEF aus der WF ab.

e
(f) Man zeige
7\
Wy =P (}7) Tl

(g) Man leite die MEF ab und berechne daraus g/ bis s

(h) Man leite die MEF der zentrierten Zufallsvariablen MX_M'1 (t)
ab und berechne daraus p,.

(i) Man schitze p und p’ mit Hilfe von x} und .

10.27. (a) Man stelle die WEF der Verallgemeinerung 1-verschobene

G(p')V NE(p) aut.

(b) Man zeige, daB8 dies eine modifizierte geometrische Vertei-
lung ist.

(c) Man zeige, daf}i F(oo) = 1 gilt.

(d) Man stelle die in z = 1 gestutzte Verteilung auf. Man
uberzeuge sich, dafl das Resultat eine 1-verschobene geo-
metrische Verteilung mit dem Parameter p’(1 — ¢'q)~! ist.

10.28. (a) Zu welcher Verteilung gehort Gx(t) = g+ p(q' + p't)"?
(b) Man rekonstruiere P,.
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10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.
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(a) Man verallgemeinere die Null-Eins-Verteilung durch sich
selbst und leite die WF ab.

(b) Man zeige, daB p} = p?; p2 = pq(1 + p) ist.

Sei X Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Dieser Parameter

nehme nur nichtnegative ganzzahlige Werte an, d.h. A = 0,1, ...

und sei ebenfalls Poisson-verteilt. Man symbolisiere diese Zu-

sammensetzung, bestimme f(z) und Gx(t).

In B(n,p) V P(X) [Formeln (10.14), (10.16), Beispiel 10.1.6, For-
meln (10.19)] ersetze man n durch —k, p durch —P und zeige,

dafl das Resultat der Verteilung P()\y)/\NB(k,P) entspricht.

y
Warum? Anschlieflend bestimme man p3 und py.

Man zeige mit Hilfe der WEF, dafi P(\)\/ NB(k, P) gegen die
Neyman-A-Verteilung konvergiert, fir k — 00, Q@ —» 1 und kP =
m.

Sei die negative Binomialverteilung definiert als

_ n—1 k n—k _
foy= (1) m=kk L

Man zeige, dafl NB(k,p)/\P()\) der Pélya-Aeppli-Verteilung
k
(10.65) entspricht.

Sei die NB-Verteilung definiert durch

E+z-1 m
f(w):( )pkq ,» &=0,100ms

X

Man zeige, daf§
(a) NB(k,p)/\P()) die folgende WF hat:
k

e

f(z) =

£

'\‘*q“’ z . 2 .. i
TS 15,3 26, 2 =0,
j=1 1

1=

(10.120)

10.35.

10.36.

10.37.
10.38.

10.39.
10.40.

10.41.
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) Man zeige, dafl F(co) = 1 gilt.

) Man leite Py, P;, P, ab.

) Man leite pf und p) ab.

) Man leite die WEF ab. [Man vergleiche diese Aufgabe mit
der Ubung 10.2.6)

Man zeige, dal die Pdlya-Aeppli-Verteilung gegen die Poisson-
Verteilung konvergiert fiir ¢ — 0.

Man zeige, daf fiir P()\)/\NB(k,p) gilt:

Gx(t)=p"(1-¢'™ 1) . (10.122)

(¢) Man leite Py und P; ab.
(d) Man leite g} und b ab.
(e) Man leite p . ab.
Man leite .. der PRV im Beispiel 10.4.1 ab.
Man leite .y, der Verteilung
flz) = (praldtlag )t _ 0,1,...  (10.123)

a!

ab. [Vgl. Ubung 10.4.4]
Man leite P,; fiir die Verteilung (10.123) ab.

Man leite p} der geometrischen Verteilung I und II mit Hilfe
von (10.112) ab.

Mit Hilfe von (10.114) bestimme man p! , fiir
(a) die geometrische Verteilung I,

(b} die negative Binomialverteilung,

(c) die Verteilung im Beispiel 10.4.1,
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10.42.
10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

10.49.

10.50.

10.51.
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(d) die Verteilung (10.123).

Man leite die MEF und die WEF der Verteilung (10.123) ab.

Mit Hilfe von (10.111) stelle man die WEF auf fir
(a) die Binomialverteilung

(b) die Poisson-Verteilung

(c) die geometrischen Verteilungen I und II.

Man stelle die 0-gestutzte Poisson-Verteilung auf und zeige, daf§
sie eine PRV ist.

Man zeige, daf sich aus f(8) = (e — 1)2 die folgende PRV
ergibt:

(2° —2)8°  2Z(z,2)8"

)= ey " e -1

x=23,... (10.124)

Diese Verteilung ist ein Spezialfall der Stirling-Verteilung
zweiter Art mit n = 2.

(Fortsetzung). Man leite ab:

(a) die WEF,

(b) i und po der Verteilung (10.124).

Ist die 0-gestutzte Poisson-Verteilung ein Spezialfall der Stirling-
Verteilung zweiter Art?

Seien X und Y zwei identische 0-gestutzte Poisson-Verteilungen.

Man zeige, dafl Z = X +Y einer Stirling-Verteilung zweiter Art
folgt.

Man zeige mit Hilfe der WEF, dafi P(A)\/ NB(k,p) gegen die
Poisson-Verteilung mit dem Parameter mk konvergiert fiir A —
00, p — 1, g\ = m. [Man betrachte X und p als Funktion von
und benutze die Regel von de I’'Hospital.]

Man zeige mit Hilfe der WEF, dafi P(A\)}\/ NB(k,p) gegen die
negative Binomialverteilung mit den Parametern m und p kon-
vergiert, fiir A — 0o, £k — 0, Ak = m. [Vgl. Aufgabe 10.49].

Man zeige, daf} sich die WF von B(ny p) A\, B{m,p') [Formel
(10.4)] folgendermaflen schreiben laft

fz)=

10.52.
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(q’ + qnl")n , =0

q \ n 1 n m—1
‘U/ ZS z, k) n’Z (J ,1)m(i)(q ?')(d+q"p") y ¢ 21

(10.125)
Man leite y, folgender Verteilungen ab:

(a) B(ny,p) \B(m,p),
(b) B(n,p)/\me

(c) P(A)/\}f(q)

(d) myf/\uq>
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11. Die verallgemeinerte

hypergeometrische Verteilung (VHG)

11.1. Einfithrung

Bei der hypergeometrischen Verteilung in Abschnitt 5 waren die Pa-
rameter N, M und n alle positiv und ganzzahlig. LaBt man jedoch
beliebige reelle Werte zu und kombiniert sie so, dafi man positive Wahr-
scheinlichkeiten bekommt, so ergeben sich nach Kemp & Kemp (1956)
acht Typen (vgl. auch Johnson & Kotz 1969), von denen wir ledig-
lich den Typ IV behandeln werden, da er in seinen Spezialfillen in der
Linguistik bereits ausgiebig verwendet wurde.
Setzt man a = M, b= N — M, so lautet die WF

£):2.)
z)\n—=x
fo) = =2
n
Wenn die faktoriellen Momente existieren, so zeigt man leicht
(vgl. Abschnitt 1.2)

Hry =

a b
e
nn—1)...(n—r+ala-1)...(a—r +1)
(a+b)la+b-1)...(a+b-r+1)

__nt  dl ‘(a+b—r}!
T =) (a=n) (atb) (11.1)
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Diese Momente existieren jedoch nur unter bestimmten Bedingun-
gen. Beim Typ IV gelten folgende Bedingungen:

a<0
n <0
b>a-1

Wir konnen einfachheitshalber schreiben

(C)ss)

x —n -z

f(w) - b —a 1
-n

wobei jetzt @ und n positiv jedoch mit negativem Vorzeichen versehen

sind. Wenn zwei von drei Parametern der VHG negativ sind, ergeben
sich positive Wahrscheinlichkeiten.

z=0,1,..., (11.2)

Beispiel 11.1.1. Man leite Py und P, aus (11.2) ab.

Losung:

Py = (_Oagb(—n;— 0) _ ((f%)) _ (Z!(b—):z; n)!)'
-a )—a + n)l(b — a)!

b+ 1)Ib-a+n+1)

T Th-—a+1)I(b+n+1)

wobei I'(c) die Gammafunktion ist (vgl. SL: 220). Im vorletzten Schritt
ist dabei durch (—n)! gekiirzt worden.
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(]ﬁ)(—nﬁd) _ (—a)b(—n)!(b — a + n)!
G—a) (—a—D(—n-Dlb+n+1)(b—a)

—n

P =

anbl(b — a+n)! anl'(b+ 1)T(b—a+n+1)

b+n+1)b—a)l Th+n+2)I(b—a+1)

Fiir den Umgang mit der VHG ist die folgende Beziehung sehr niitz-
lich

(k) (=1)"T(k+m)

(—k —m)! (k) ’ (11.3)
die wir leicht beweisen kénnen:
—LY
(_—{A_—;:jn_;}_f =(-k)(-k-1)...(-k—m+1)
=(-1)"k(k+1)...(k+m—-1) (11.4)
C(=D)™k4+m -1 (-1)"T(k+ m)
(b —1)! n (k)

Beispiel 11.1.2. Man leite p(,y der VHG Typ IV ab und zeige,
dafl es nur fiur »<b — a 4+ 1 existiert.

Losung: Setzt man in (11.1) @ und » mit negativen Vorzeichen ein,
so bekommt man

__(=n)l{=a)!(b—a—r)
Hiry = (_n —)(—a = r)l(b—a)
_(=1)'T(n+r) (-1)T(atr) Tb—a—r+1)
- T L(a) T(b-atl)
L(n+rT(a+r)l(b—a-r+1)

= ; (11.5)
T(n)T(a)T(b—a+1)
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Alle Argumente der Gamma-Funktion sind hier positiv, jedoch ist
b—a —r+1 nur dann positiv, wenn b — a + 1>r gilt.

I"Jbung 11.1.1. Man zeige, daff die Rekursionsformel der VHG Typ
IV fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten

(a+ x)(n+x)
(x+1)(b+n+x4+1)"

Pry1 = (11.6)

lautet.

ﬁbung 11.1.2. Man zeige, dafl die inverse Pélya-Verteilung mit der
VHG Typ 1V identisch ist fir N =b+1, M =b+1—a, k = n und
s =1 [Man erinnere sich, dafi

() ()

ﬂ'bung 11.1.3. Man zeige fir die VHG Typ IV:

gilt.]

p_an abn(b - a+ n)
M= B2=b—a2b-a-1)

(11.7)

(wobei der Nenner grofier als 0 sein muf}).

11.2. Die Waring-Verteilung

Diese Verteilung erfreut sich in der Linguistik einer grofien Beliebtheit.
Sie wurde fiir “Wortverteilungen” von G. Herdan eingefiihrt, der spater
auch ausfiihrliche Tabellen zusammengestellt hat (Herdan 1964). Sie
148t sich auf mindestens vier unterschiedliche Weisen ableiten (vgl. Ir-
win 1965; Patil & Joshi 1968:50). Hier beguiigen wir uns damit, dafl
wir sie als Spezialfall der VHG Typ IV darstellen:

Wenn man in (11.2) a = 1 setzt, erhalt man
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~IF ¢ ) (-1)! bl
g j\-n—a) {-1-z)!(-n—-=z)l(b+n+z)!

flz) = b1 = (b—1)!
( ) )b+ n—1)

1 (=)t (=m) b (b+n—1)

T2 i) (Can-—o)l (b-1)! (bt+n+a)

1 (-1)*(z+1—-1)!
2 (-1

(=1)*(ntx—1)! b
(n—1)! b+n+z)b+n+ae-1)...(b+n)
_bn(n+1)(n+2)...(n+z-1)
C (b+n)b+n+1)...btn+ta)’

wobel insbesondere die Beziehung
(o) _ (-1 +y-1)
(—z—y)! (z —1)!

zu beachten ist (vgl. (11.3)). Den letzten Ausdruck kann man in der
Form

b ot 0,1 (11.8)
f(w)_b+n.(b+n+1)(°”)’ oo '
schreiben. Fiir
a:=n,
Ai=b+n (11.9)

erhalt man die in der linguistischen Literatur ibliche Darstellung

A — (=)
f(w)=£/\(;+]f,, z=0,1,... (11.10)
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Der Einheitlichkeit wegen werden wir jedoch die Form (11.8) benutzen.

Beispiel 11.2.1. Man schreibe Py bis P, der Waring-Verteilung in
beiden Schreibweisen:

Losung: Laut (11.8) ist

b
= da kO =1
P() b—}—n, a k y
bn
p = ,
YT b+n)b+nt1)
b,
Py = n(n + 1)

b+n)b+n+1)b+n+2)
Laut (11.10) ist

A —

Py = A“
_(A—a)a
Pl_/\(/\+1)’

_ (A=a)afa +1) .
PTAN+)(A+2)

Die Ableitung der Waring-Verteilung aus der VHG Typ IV ist auch
deswegen praktisch, weil man beim Umgang mit dieser Verteilung auf
bereits bekannte Techniken zuriickgreifen kann. So miifite man sich
z.B. bei der Berechnung der Momente an eine andere Summationstech-
nik gewdhnen (vgl. z.B. Saxena 1971), bei der Kenntnis der Herkunft
dieser Verteilung reicht es aber aus, in die bekannten Resultate der
VHG Typ IV a =1 einzusetzen.

In der Linguistik wird iblicherweise die 1-verschobene Form der
Waring-Verteilung benutzt, die als

b ale=1)
S b+n(b+n+ )=’

fx) = il P2k .- (11.11a)
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bzw.

N\ = (=—1) :
f(z) = %—, x=1,2,... (11.11b)

geschrieben werden kann.
Die Rekursionsformel fiir (11.8) ergibt sich aus der Berechnung
des Quotienten P, /P, zu

n+ x

—_—P,, 11.12
b+n+zx+1 ( )

Py =

was man auch aus (11.6) durch Einsetzung von a = 1 bekommt.
Auf dhnliche Weise erhilt man auch die faktoriellen Momente
aus (11.5) als (a = 1)

L(n+r)I(1 4 »)I(b—r)

woraus insbesondere
TR 0 U ) L
Py =l =G w1 b-1
(11.14)
_(n4+1)12Y(b-3)!  2n(n+1)
MO = e —0r ~ b-1)b-2)
und daraus
bn(b+n —1)
B2 = pe) + By — By = b-12(b-2)’ (11.15)

folgt, was sich auch direkt aus (11.7) ergibt.

Die Schitzung der Koeflizienten b und n kann folgendermafien
erfolgen:

a) Aus
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folgt
o T
@+ f-N
(11.16)
fi= Z(n - fo)
(F+1)fo—- N’

wobei fo die (absolute) Haufigkeit in der nullten Klasse und N der
Stichprobenumfang ist.

Bei der 1-verschobenen Waring-Verteilung mufl die Verschie-
bung beriicksichtigt werden. Es ist ndmlich

)

P =
! b+n

L i
:u’l_b_l 9

so dafl in (11.16) Z durch £ — 1 und fp durch f; zu ersetzen ist.
So ergibt sich

_(E-1)f
o= Tfi-N’
. (F-1)(N-fi)

Beispiel 11.2.2. Ch. Muller (1969) untersuchte die Zahl der Worter
(fz), die mit der Haufigkeit z in P. Corneilles Nlusion Comique, Teil
Comédie, vorkommen und erhielt die empirische Verteilung in Tabelle
11.1 (erste und zweite Spalte). Man versuche, an diese Daten die
Waring-Verteilung anzupassen.
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Tabelle 11.1.
Worthaufigkeitsverteilung in Corneilles llusion Comique: Comédie
(nach Muller 1969)

Haufigkeit Zahl der-Worter Waring-Verteilung
r mit Haufigkeit x NP,
fa
1 718 717,90
2 248 263,85
3 132 133,97
4 91 79,99
5 45 52,71
6 35 37,13
7 32 27,45
8 20 21,04
9 12 16,59
10 10 13,39
11 13 11,02
12 13 9,21
13 3 7,80
14 10 6,68
15 5 5,78
16 8 5,05
> 17 82 65,44
> 1477 1477,00

Losung: Um Z korrekt berechnen zu kénnen, mufi man entweder
alle Haufigkeiten oder zumindest die gesamte Textlinge kennen, die

Muller als waz = 10010 angibt. Daher ist

_ 10010 _

Laut (11.17) ergibt sich also
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_ (6,7773 - 1)718
"~ (6,7773)718 — 1477

=1,22

o _ (6,773 - 1E(1477 ~T18) _ 5
(6,7773)718 — 1477

Daraus folgt

1,22
P=1477T—— =
NP, 771,22+1‘29 717,90
und mit Hilfe der Rekursionsformel
1,29 +0 1,29
NP') = 71” = i =
2T 22+ 1,00 4041 90 357 717,90 = 263,85,
2,29
NP = m263,85 = 133,97,
3,29
NP, = 1--133.97 = 99
/ 5 51 3,9 79,

usw. Alle Werte NP, sind in der dritten Spalte der Tabelle 11.1 ange-
geben. Man bedenke, daf§ in der Rekursionsformel (11.12) wegen der
Verschiebung statt x immer x — 1 zu setzen ist. Die Anpassung ist gut.

Die Schétzungen (11.17) lassen sich auch philologisch gut interpre-
tieren. Mit den Bezeichnungen

L = gesamte Textlinge (3" zf)
V = Vokabularumfang (V)

Vi = Zahl der Worter mit Haufigkeit + = a (hapax legomena, f;),
ergibt sich wegen

E=L/V
fir die 1-verschobene Waring-Verteilung:
- (L-V)W
LV, -V?
. ) (11.18)
P (L-V)(V-W)
Ly, - v?
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Es ist leicht zu zeigen, dafl die Waring-Verteilung gegen die geo-
metrische Verteilung konvergiert fiir

b— o0

n — oo

Laut (11.8) ist

b nn+1)...(n4+2z—-1)
“btn (btn+1)b+n+2)...(b+ntz)

f(=)

n n+l n+x—1

_ b btnbtn " btn
" b+nb+n+lb+n+2 b+n+x
b+n b+n 7 . b+n
n
Die Faktoren im Zahler konvergieren dabei gegenq =1—p = e

wahrend alle Faktoren im Nenner gegen 1 konvergieren. Somit gilt

lim f(z) = pq”,

was die WF der geometrischen. Verteilung darstellt.

Ubung 11.2.1. Man zeige, daB sich die Waring-Verteilung (11.8) auch
folgendermaflen darstellen 14ft:

n+x—1
b x

= - 20,1,.-.
=) r+1 <b+n-|—a:)’ a:

z+1

Ubung 11.2.2. Man zeige, daff man das r-te faktorielle Moment der
Waring-Verteilung auch in der Form

rin()

Ky = (b _ 1)(P)
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darstellen kann.

Ubung 11.2.3. Bennett (1969) hat im zweiten Akt von Shakespea-
res “As you like it” die Zahl der Nomina (f,) die z-mal vorkommen,
berechnet und bekam folgende Werte:

x | 1| 2| 3| 4|5 |6 |7 |89 [10 |11 |24
Jo [333 |49 |26 |16 |6 |4 |3 |2 |2 | 1| 1| 2

Man untersuche, ob die Daten durch eine Waring-Verteilung an-
gepafit werden kénnen.

11.3. Die Yule-Verteilung

Ein anderer Spezialfall der VHG Typ IV ist die Yule-Verteilung, die
dadurch entsteht, dal man

a=1

n=1

setzt, d.h. die Yule-Verteilung ist gleichzeitig ein Spezialfall der Waring-
Verteilung fiir n = 1. So bekommt man

flz) = C”'l) <‘1b‘ ””) - (—1)1B!(—1)18!

b—1 T(—l-a)(~1-a)(b+a+1)(b-1)!
()

Unter Verwendung von (11.3) ergibt sich

~(=1)abl(~1)%z!b!
T oalb+ x + i —1)!’

f(z)
woraus man durch Kiirzungen schliefilich
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bax! ba!

fl=) = Otz +1)egy  (b+1)EFD

z2=0,1,... (11.19)

erhélt. In der linguistischen Literatur wird jedoch iblicherweise die
1-verschobene Yule-Verteilung benutzt, deren WF (vgl. Ubung 11.3.1)
als

bz —1)! _ blz —1)!
(b+a)uy (b+1)=)"

flz) = z,1,2,... (11.20)
definiert wird. Uber die Yule-Verteilung ist umfangreiche Literatur
vorhanden, z.B. Kendall (1961), Irwin (1965), Simon (1955), Horvarth
(1963), Haight (1966) mit teilweise linguistischen Anwendungen.

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten der 1-verschobenen Yule-
Verteilung lauten

b
P=—
b4l

b
Pp= ——
T (b+1)(6+2)
o 2
T +1)(b+2)(b+3)

!

Py 3b

b+ )b+ 2)(b+ 36+ )
usw.

Die Rekursionsformeln ergeben sich aus den Formeln der Waring-
Verteilung fiir n = 1. Fiir die nicht verschobene Verteilung gilt

41

Py =+——P, 11.21
M bt +2 (11.21)
fiir die 1-verschobene Verteilung erhélt man
Pppr=—— P (11.22)
z+1 — b+ z+ 1 o .
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Die faktoriellen Momente ergeben sich aus (11.13) als

D+ 1)0(b-w) (r1)?
Hem = T(b) S-10-2)...6—-1)

(11.23)
fiir b>r.
Beispiel 11.3.1. Man leite y(1), f4(2) und gy der Yule-Verteilung

mit dem Parameter b € IN ab.

Losung: Nach (11.23) ergibt sich:

1

puy = y—7 fir b>1,
: fir b>2

{9y — == ur

D = 216 - 2) ’

e 4 + 1 1

He= R THO TR T G p-2) T 521 (B-1)

b2

=—— fij :
b-120=2) ir b > 2

Fiir die 1-verschobene Yule-Verteilung erhalten wir die fakto-

riellen Momente folgendermafen:

(=1)(5)
r~1/\-=z
K(r) =Zw(a: -1)...(x —r+1)~——r1———_
(=)
Um kiirzen zu konnen, schreiben wir r = (r — r) + 7 und erhalten
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=D @ =r) 47l =1)...(e =+ )f(a)
=Y rl@-1)&-2)...(z - r +1)f(z)+

+Z(m—1)(w—2)...(w—r+1)(w—r)f(:z:).

Aus dem f(z) unter der ersten Summe klammern wir (r — 1), aus
dem f(z) unter der zweiten Summe r faktorielle Multiplikatoren aus,

so dafl
(=) -1y (=1)(r-1) > (w_—r )(—bw)

r
By =
Ly (b= 1)(r=1) e (b—T
- -

(o))
+ ("l)m(—l)(:-) z—r—1/\«zx .

(b - 1):,-, e>rtl (b -7Tr - 1)

+

—-r—1
Die Summen haben jeweils den Wert 1. Weiter ist
(_1)(1'—1) — (__1)1'—11(1'—1) — (__1)7'—-1(," . 1)|,
so daf} sich

B (e O N )
KO = =1y (0- 1)(n

_rllr =P =)+ (r)?
(b—1)(b-2)...(b—r)

(11.24)

_brfr -1y
(6~ 1))
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ergibt, was man auch direkt aus dem g,y der 1-verschobenen Waring-
Verteilung erhilt (vgl. Aufgabe 11.3).

Beispiel 11.3.2. Man leite y(q), f(2) und pp der l-verschobenen
Yule-Verteilung ab.
Lésung: Aus (11.24) folgt

b
Ho) = 57
(also g1y = p1) (Yule) +1). Weiter ist
B 2b
H(2) = (b _ 1)“) _ 2')7
woraus schliefilich ‘

b?
Ho = M) + H(1) — #?1) = —(b ~1)%(b-2)

wie bei der nichtverschobenen Yule-Verteilung folgt. e

Die Schitzung des Parameters b kann bei der 1-verschobenen Yule-
Verteilung

(a) aus der Haufigkeit der ersten Klasse erfolgen; wegen

b
p=—
YT b+t
ergibt sich
5 fi/N h
b= = : 11.25
I-A/N-N-f (11.25)

(b) aus dem ersten Moment (vgl. Beispiel 11.3.2.) berechnet werden:

- z
b=——. (11.26)
(c) aus der Beziehung
P,
— =b+2
P, U
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Die verallgemeinerte hypergeometrische Verteilung (VHG)

ermittelt werden:

b= ;—;—2. (11.27)

Da b eine positive Zahl ist, sieht man, daf die Yule-Verteilung
dann angepafit werden kann, wenn f,>2f, gilt.

Beispiel 11.3.3. Bennett (1969: 32) hat im 1. Akt von Julius
Caesar (Shakespeare) folgende Haufigkeiten der Wortwahlen gefunden:

z | 1] 21341516 |7 (8910|1112 |37 N
f= 1272 |63 [18 |5 [4 |7 |2 |21 ]3] 1] 1] 1738

Man versuche, die Yule-Verteilung anzupassen.

Losung: Wir benutzen die 1-verschobene Verteilung und schitzen
den Parameter b mit der Methode (c), d.h.

b 272
b= =22 o .
7 o 2,3175
Daraus ergibt sich mit N = 380 (vgl. (11.22)):
b 2,3175
! b+1 3803,31?5 265,46
1
NPy = — 26546 = 61
* = 5 3175 42006 = 61,48
NP, = —% &1 48 = 23,13
5753175 0 Y
NP, = I 23,13 = 10,98
NP; = 6,00
NP; = 3,61
NP; = 2,32
NPy =17,02.
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Die Anpassung ist gut, wie man sich mit einem Chi-quadrat-Test
iiberzeugen kann (vgl. I: 20).

Ubung 11.3.1. Man leite die 1-verschobene Yule-Verteilung aus der
VHG Typ IV ab.

Ubung 11.3.2. Man berechne P, bis P, der 1-verschobenen Yule-
Verteilung mit dem Parameter b = 2.

fJbung 11.3.3. Muller (1969: 46) gibt die Worthaufigkeitsverteilung

von Corneilles !'Tllusion Comique folgendermaflen an:

z| 1| 2| 3| 4|56 7| 8] 9|10 (11|12 |13 |14
f- [845 |318 |165 |118 |70 |58 |50 31 |31 |23 [17 |14 |10 | 8

r |15 |16 |17 [18 (19 |20 | 21 >
fo |11 |12 | 5| 4 | 4| 4 [108 [1906

Man passe eine Yule-Verteilung an. [Man benutze die Schitzung (a).]

Benutzte und weiterfithrende Literatur

Bennett (1969); Haight (1966); Herdan (1964); Horvarth (1963); Irwin
(1965); Johnson, Kotz (1969); Kemp, Kemp (1956); Kendall (1961);
Martin (1974); Muller (1969); Patil, Joshi (1968); Simon (1955, 1960);
Tesitelova (1972).

Aufgaben

11.1. R. Martin (1974) hat im einsprachigen franzésischen Worter-
buch die Zahl der Worter untersucht, die als definierende Symno-
nyme (DS) die Stichworter erklaren. So wurde festgestellt, daf§
159 DS 1 mal vorkommen, 71 DS 2 mal vorkommen usw. Die
Resultate der Zahlung sind wie folgt:
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z | 1| 2] 3| 4| 5|6 |7 |89 |10 |11 |12 |13
f= |169 |71 |33 |23 (18 |8 |8 |8 |5 | 5 | 6 | 2 | 1

x |14 |15 |16 |18 |20 [23 |24 |27 |28 [30 |31 [36 |40

fa 1 2 1133 ] 1 1 2 1 1 1 1 1

x |43 |84 [146
£l 11 1

Man stelle fest, ob die Daten durch eine Waring-Verteilung an-
gepafit werden konnen.

11.2. Man leite die Rekursionsformel fiir Wahrscheinlichkeiten der 1-
verschobenen Waring-Verteilung ab.

11.3. Man leite .y der 1-verschobenen Waring-Verteilung ab.
11.4. Man zeige, daf fiir die 1-verschobene Waring-Verteilung
b+n-—1
H1y = b—1
_ 2n(b+n-1
Ho = 1) (b—2)
_ bn(b+n-1)
T 120 - 2)
gilt.

11.5. Bennett (1969: 39) ermittelte die Worthaufigkeitsverteilung im
5. Akt und im Epilog von “As you like it” von Shakespeare wie
folgt:

x| 1| 2| 3] 4|5 [6[7[8]9 10 |11 [15 |22 | >

fo [211 |44 (18 |14 (7 (4 |5 |3 |1 | 1 | 1 | 1| 1 |311

Man passe die Waring-Verteilung und die Yule-Verteilung an.
11.6. Man zeige fiir die VHG IV die folgenden Konvergenzen:
(a) Fira — oo, b — oo mit (b —a)/b = p (falls b — a>0)
konvergiert sie gegen die negative Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.
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(b) Fir b — oo, n — oo, mit b/(b + n) = p konvergiert sie
gegen die negative Binomialverteilung mit den Parametern
a und p.
11.7. M. Tesitelova (1972) analysierte die Worthaufigkeiten in K.
Capeks Werk mit den Textlingen L = 500, 1000, 2000, 3000,
4000, 5000 und bekam folgende Resultate:

z |L =500 =1000{L =2000|L = 3000 |L = 4000 |L = 5000
1 248 387 521 729 864 956
2 30 79 121 152 196 231
3 10 20 46 64 78 94
4 4 8 19 38 37 41
5 1 7 13 22 30 43
6 2 4 12 19 23 25
7 2 0 4 9 19 18
8 2 2 3 3 8 11
9 0 4 2 4 3 8
10 0 1 6 6 4 8
> 11 7 13 23 35 52 65
306 525 770 1081 1341 1500

Man versuche, jeweils die Waring-Verteilung anzupassen.

11.8. Man leite (11.11a) (die WF der 1-verschobenen Waring-Vertei-
lung) aus der 1-verschobenen VHG IV ab.

11.9. Man zeige, dafl fiir die faktoriellen Momente der Waring-Vertei-
lung (11.8) die folgende Beziehung gilt:

B (n+7)(r+1)
IJ‘(T'+1) - (b—r—l) /J'(r)'
[Man berechne g(r11)/pr) aus (11.13) und ordne.]

11.10. Man zeige, dal man p(.y der 1l-verschobenen Yule-Verteilung
auch folgendermaflen schreiben kann:
br!(r — 1)!
Hry = (b — r)l"‘]

(vegl. 11.24).
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Lésungen Lisungen

Losungen Prpy> P, e
Kapitel 7
Peg1 (n — ) (M + xs) -
P (@+1)[N-M+(n—z—1)s]
Ubungen nM + nxs — aM — s > N — zM + zsn — 225 — s

+N—-—M4+ns—zs -5

7.1.1. Mit Hilfe der Rekursionsformel erhalt man nM > 2N — 25+ N — M+ ns — 25 — 5 s

Py = n\(N-M)...[N - M+ (n-1)s nM—-N+M-ns+s>zN —zs — 15 >
0 N...[N+(n-1)s]
M—s)(n+1)— (N -2s) > z(N — 2
e (M = 5)(n +1) = (N — 25) > 2(N - 23) =
S 10-13-16-19 (M -s)ntl)
: N —-2s
p_ nM P
T N-—MA+(n-1)s] °
7.1.4. Die genannte Substitution ergibt
4.5 -
—— 733 <Py =0.2227 oy m s (n— 2)(pN + zaN) p
T @4+ )N -pN+(n—z - 1)aN) *
(n—1)(M + s)
Py = 2. [N=M+ (n-2)s 1 Kiirzen durch N liefert (7.6).
_ 3-8 P, = 0.2429 7.2.1. Man erhalt
25+2-3 -
NS Z(l,l)pT =pn
7.1.2. Formel (7.5d) ergibt sich unmittelbar aus der genannten Sub- 3
stitution. = i 3=2,25
7.1.3. Die Behauptung ergibt sich aus der Beziehung 3 3 ’ 1 1+3. 0
. npg(l + na) 4 4 5
5 = =
(M = s)(n+1) l+a 1

‘ (M—s)(n+1) 1+ -
r< N —2s 1= Pry1 > Py, ‘ 5
| =0.75 (vgl. Bsp. 7.2.3).

die man wie folgt aus der Rekursionsformel ableitet:
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Losungen

7.2.2. Formel (7.17) ergibt

- E (e

k=0

(o) ont 1+ (3) -pmm

+ (g)(—pn)l [np + plp +a)n(n — 1)]

1+a
" <§>(_pn)0 ["P + Sp(p +1aj—n(£n -1)

+

p(p+a)(p+2ajn(n — 1)(n - 2)]
(1+a)(1+2a)

p(p +a)n(n - 1)]
l1+a

= —p°n® + 3p%n% — 3pn [pn +

3p(p +a)n(n —1)  p(p+ a)(p+ 2a)n(n — 1)(n - 2)

et 1+a (1+a)(1 + 2a)
5 -1)
:23 3_3- 2 3 p(p—f—a]n(n
pn pn 14a
3p(p-+a)n(n—1) _ plp-+0)(p+ 2a)n(n — 1)(n - 2)
+np+ l+a + (1+a)(1+ 2a)

Die I"Jbereinstimmung mit dem genannten Ausdruck zeigt man durch
Gleichsetzen, Multiplikation der Gleichung mit (1+-a)(1+ 2a) und Ver-
einfachung. Analog beweist man die Formel fiir .

Nach SL (5.28) gilt folglich

_ #s_ npalg — p)(1 + na)(1 + 2na) ( l+a \*
n “3/2 (1+a)(1+ 2a) npq(l + na) '
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woraus die genannte Formel durch Kiirzung der entsprechenden Fak-
toren folgt.

Die Formel fiir 5 erhilt man unmittelbar durch Einsetzen der obi-
gen Terme fiir p3 und py4 in SL (5.29).

7.3.1.
p =0,1486 ¢ =0,8514
a=0,5891 n=6
NP, = 144,57
NP, = 33,95
NP; =19,52
NPy =13,19
NP; =9,34
NP; = 6,50
NP; = 3,93
7.3.2. a)
_p —4
o)z
flz) = ~2=1 _"1‘$+1 firz=1,..n+1
(%)
n
n+1 n+1
iy =S 2f@) = 3 2 - 1) + 1 f(a)
=1 z=1
__Pnn+1 Y -1 < —4 >/<__1__]_) %f()
= a a + x
jml( ) n—x+1 n—1 -
=np+1
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Léosungen Losungen

folgt fiir s = -1, d.h. a = —%:
n+41 n+1
2y = ;t(x—l)f(:c)=Z[(r—l)(m—2)+2(:c—1)]f(w)= 1 B 1 2 ~ ~
z=1 z=1" ’ 3p(p N n(n—-1) plp AAGEY; n(n—1)(n~2)
(p+a)n(n - 1) pam it T I 2
plp+a)n(n — _ _ 1-— (1——)(1——)
= 2
1+a wany N N N
n+t1 p— 3p(pN — 1)n(n - 1) N p(Np—1)(Np - 2)n(n — 1)(n — 2)
ts) = ) wle—1)(z - 2)f(e) = N-1 (N-1)(N -2)
z=1
n+1 Dies stimmt offenbar mit (5.8) iiberein.
=Y == 1)(x = 2)(z - 3) + 3(z — 1)(x — 2)] f(z) _ .
z=1 7.4.3. Aus N = N - M = s folgt insbesondere N = 2s, p = a = =,
plp+a)p+2a)n(n—1)(n—-2) 3p(p+a)n(n-1) d.h. es gilt
= (1+ a)(1 + 2a) u I+a 3 i 3
' nn—1) =---nn—-1)(n-2)
"2 2 2
=gt ig —+ 3
b) folgt aus a). 5 g )
c) Setzt man gy, fi2), 3 in (7.28) ein, so ergeben sich die _n . 1 N B
Ausdriicke (7.26). 9 +n(n~1) + 4n(n D)(n-2)
d) Die Pélya-Verteilung ist fiir diese Daten nicht geeignet. _ n?(n+1)
=
7.4.1. Andererseits gilt auch fiir die diskrete Rechteckverteilung
T = 78 pp +;r)ﬂ-(ﬂ == , 1 Zn:xs _n’(n+1)
a Bs= 01 o 4
Fir s = 0 gilt auch a = 0 und somit -
7.5.1.
Wy = np + p*a(n — 1).
—k\! - s
7.4.2. Aus _(_lc)_ = k z! = (-1)° ktz-1 z!
(—k — z)! T B
3p(p +a)n(n—1)  plp+a)(p+2a)n(n—1)(n - 2) (k+z—-1) (k42 —1)!
L=n =(-1)"——al = (-1)"
H = np+ 1 t+a (1+a)(1 + 2a) e A
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7.5.2.

(k+z)(N — M + zs)
(x+ D[N+ (k+z)s] °

__ (k+=)(g +za)
C(e+ 1)1+ (k+z)a) "

Pa:+1=

7.5.3. Aus (7.36) folgt nach Kiirzung

Py k+xz N—-—M+ zxs

P, z+1N+(k+zx)s

Unter der Voraussetzung N + (k + z)s > 0 fir z = 0,1,...

daraus

P1+1>Pw<:>

k+zn-M+zs
4+ 1N+ (k+x)s

>1 &<

(k+z)(N-M+zs)>(x+1)(N+ (k+x)s) =
e(M+s) <kN—-—kM - N — ks <
Nk-1)

N+

Fiir den Modus z s gilt folglich

Nk-1)  ___Nk-1)

k41
M+s =M =Ty i
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7.5.4. a)
poo MM +5s)...[M+(k—1)s]
T N(N+s)... [N+ (k-1)s]
3.5
Py =z =0,4286
P, =0,1905
P, =0,1039
P; =0,0639
P, =0,0425
P; =0,0300
b)
P = plp+a)...[p+(k —la] 0,6-1,1
°T (1+a) .. [l+(k-1)a 1,5

P, = 10,1760

P, = 10,0950

P; = 10,0802

P, =0,0688

Ps = 10,0598

Aufgaben
7.1 Iy = 1
72. PBp=—

18

=0,44
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7.3.
p_I000
= N
,_nM | M(M +s)n(-1)
2=y N(N + s)
y _ oM 3M(M + s)n(n - 1)
Hs="N N(N +s)
+ M(M + s)(M + 2s)n(n — 1)(n — 2)
N(N + 1)(N + 29)
' ﬂ-l— TM(M 4+ s)n(n — 1)
Fe= "N N(N + )
4 6M(M + s)(M + 2s)n(n — 1)(n — 2)
N(N +s)(N +2s)
N M(M + s)(M + 2s)(M + 3s)n(n — 1)(n — 2)(n - 3)
n(N 4 s)(N + 2s)(N + 3s)
13, 23, 43

M N
75. Fir =05 db M =N - M= gilt

P, =

(n)M...[M+(w—1)s]M...[]VI+(n—m—1)s]
T N...[N+(n-1)s]

Somit gilt P, = P,_,, d.h. die Verteilung ist symmetrisch.

7.6. Die Behauptung folgt u.a. aus (7.2.b), (7.2.d) und (7.5.d) und

der Definition des Binomialkoeffizienten.
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7.7.

=np+1 (vgl (7.12)).

P,
7.8. Die Rekursionsformel ergibt sich durch Berechnung von —2ft

mittels (7.42e).

T

1
7.9. Firs=-1,d.h. fira= N erhdlt man aus (7.19):

o npq(q — p) (1— %) (1—%)
(- 5) (%)

_ npg(g — p)(N — n)(N — 2n)
a (N-1)(N -2)

(vgl. (5.9)).
7.10. Fir s =0, d.h. a = 0 liefert (7.18):

p2 =npg (vl (1.8)).
7.11. Man erhélt die theoretischen H&ufigkeiten

P =997 P,=764 Py=534 P, =345
P;=20,3 P;=10,4 Pr=43 Pi=1,1
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7.12.

z=0
uz=i(z_g)2nil

1

n n 2 n

1 n n2 n?
n
= ﬁ("'i'z)

Aus (7.18) folgt fir s= M =N - M, dh. fira=p=¢g= %:

1 1 n
e == ]_+_
hp = —2 2(1 2)=1(n+2)
14 = 12
2

7.13. Aus (7.5a) folgt zunichst fiir a — 0:

n
P:c = ( )I)I:qn—mb
x

Fir A = np folgt daraus

p-mMrz1)..(n-(z-1),, (1_ )‘)n—z

z!n®
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7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

Lésungen

T

was fiir n — oo gegen —'e‘)‘ konvergiert.
z!

B (g —p)(1+2na)y1+a
(1 + 2a)\/npg(1 + na)

Aufgrund von (7.35) konvergiert die Wurzel im Nenner gegen
VA, alle anderen Funktionen konvergieren gegen 1. Also kon-

T

1
vergiert y; gegen ﬁ Entsprechend gilt fiir v, der Poisson-
Verteilung:

=t oL e (2.13), (2.14)

47V

(Man beachte A = a).

Offenbar konvergiert

_ npg(1l + na)

P2 = =1 Ta gegen
Al ]
# = A(1+6).

Fiir A = kP, § = P stimmt dies mit (4.12a) iiberein.

Die inverse Pélya-Verteilung ergibt fiir s = 0 bzw. a = 0:

fz) = <k +z - 1) MM(N - M)®

T Nh+z

- (k + z - 1) (%)k (%)I (vel. (4.1)).

Aus (7.41) folgt fiir a = 0:

kqp _ kq
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7.18. Die Behauptung folgt, indem man alle Faktoren in (7.36) durch

N teilt und s = 0 bzw. a = 0 einsetzt (vgl. Aufg. 7.16).
7.19. Nach Einsetzung von s = —1 in (13.36) ergibt sich

T N(N-1)...(N-k—-z+1)

T

_(ktez-1 M{(N-M)! N-k-—az)
( )(M—k)!(N—M—:c)! N!

- (’“ L 1) (NA; f; ”’“') / (ﬁ) (vgl. 5.19¢)

1
7.20. Aus 7.41 folgt fiir s = —1 bzw. a = ¥

N M
gt N M- m)
YTp-e M 17 M4
N N

A
7.21. In (7.37) ersetze man q durch % P durch 1 — % Fir a — 0,

ka — 0 erhalt man zunichst

e (727) (-2 ()

Fiir k — oo folgt daraus wie bei der Konvergenz der negativen

Binomialverteilung (vgl. Abschnitt 4.4):

p, = X
z!

7.22. Aus (7.41) folgt fiir @ = 0:
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(k tz- 1) M(M-1)...(M~k+1)(N-M)...(N-M-z+1)

7.23.

7.24.
7.25.

7.26.

Lésungen

Daraus ergibt sich
pz=A fiirk—0 (vgl. (2.13)).
Fiir die inverse hypergeometrische Verteilung gilt (vgl. (5.22)):

ke (k+r—1)(N-M)..(N-M—17+1)
Bemy = (M+1)...(M+1)

Mit der Substitution M - N -1,k - M, N - n+ N -1
(vgl. Bsp. 7.4.3) folgt daraus fiir die negative hypergeometrische
Verteilung:

M. .(M+r—1)n...(n—r+1)
Hemy = N.. . (N+r-1)

Die Behauptung folgt aus der Identitit in Bsp. 7.4.3.

Man erhilt die Rekursionsformel wie iiblich durch Berechnung
. P.t+l
des Quotienten ———.

xT

Nach Aufgabe 7.23 gilt

_ Mn _ M(M +1)n(n - 1)
FO="N BT TN
Daraus folgt
"= ”‘(I)N,
n
ra)V >
+1)(n—-1
@=(M+1)(n-1)=( (n—-1) )
B(1) N+1 N+1

Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit (N + 1) und
Auflésen nach N folgt

| = i
N=n(n Ji (1) — Mz) (2)

npz) = (n—1)pf)
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Aus (1), (2) ergeben sich die angegebenen Schitzungen.

7.27. Die Behauptung folgt aus ["Ibung 7.1.3 und der Tatsache, daf} die
negative hypergeometrische Verteilung ein Spezialfall der Pélya-
Verteilung fiir s = 1 ist.

7.28. Die Behauptung folgt durch Kiirzen der Fakultaten und Kiirzen
des Bruches durch N (vgl. Abschnitt 5.5).

7.29. Aus (7.29) folgt nach geeigneter Sortierung der Faktoren:

P_(]\/I+m—1)(N—M+n—:c—1)! (N —1)! n!
T T

(N+n-1)! (N-M-1)!(n—2)

B (JVI+a:—1>(N—M)...(N—1)(n—w+1)...n
B (N-M+n—-2z)...(N+n-1)

T

Kiirzen durch N + n zeigt, daf§ f(z) gegen

(M +a- 1)pM(1 Iy

L

konvergiert.

7.30. Aus 7.29 folgt

M+z-DI(N-1)(N-M+n—-z-1)!
(M - Dl(n-a)(N-M-1)(N+n-1)!

lim P, = lim

M+z-1).. Mn...(n—-x+1)(N—-1)...(N - M)
e(N+n-1)...(N+n—-M—x)

= lim
Geeignetes Zusammenfassen der Faktoren im Zahler ergibt

(Mt+z-n]{(M+2-2)(n-1)].. [M(n—z+1)] (N-1)...(N-M)
g{N+n-1)...(N+n-M-2)

lim
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Kiirzen durch N liefert dann wegen ﬂ -

>
o
N
g

/\_I_/\(a]c‘;l) [H Mz—2) M+(:c—2)]m[)‘_ Z\l(w;l)]

A 1 A M+ =z
"1+ ——-——=—1... L
$(+M N) <1+.M N )

lim

z—1 r—2
AT |1+ 1

I | e

——n—boo A M4
114 2
’”(*M)

_/\we"\

oo

Letzters gilt wegen

. by n+te by M A z
1 1+ — = 1 il 2 _ 2
M‘_‘.“oo( +M) e [(HM) <1+M) -

Kapitel 8

ﬂ'bungen

8.1.1.

P, = 0,812 P, = 0,142 Py = 0,033
P4=0,009 P5 =0,002
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8.1.2. Offenbar folgt aus (8.2):

Popr _ ¢ (-z) _ go
P, —(z+1)¢g® z+1
8.2.2.
' i ¢ 1 i 7
et — —zln(l-q) —In(l-gq) =
1 9 _ A

T -ln(l-q)l-q p

8.2.3. Aus der Definition der Anfangsmomente folgt:

E.
Il
P
Nk
Hﬁ
8 %

]
1l
—

d oo
i
o0 qm
HAL 2 e

S
=
.

|

N

e

S

N——’

:»I:E

:uli
»-Q I'-‘

+ iu’r+1

~e|:u ﬁ|:u

Die Formel (8.11) folgt daraus durch Auflésen nach u), .

8.3.1. Die theoretischen Haufigkeiten fiir die Schitzungen (a) — (e)
sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit
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z 1 2 3 4 q

(@) | 99,6 | 426 | 24.3 | 156 | 0,855
() | 161,4 | 40,9 | 13.8 | 5.2 | 0,506
(c) | 169,4 | 381 | 11,4 | 3.9 0,45
(&) | 152,0 | 433 | 16,5 | 7.0 0,57
(e) | 178,7 | 34,1 | 8,7 2,5 | 0,382

Die logarithmische Verteilung ist zur Anpassung an die Daten nicht
geeignet.

2f

8.3.2. Fiur ¢g= -~ 7
1

ten:

= 0,385 ergaben sich die theoretischen Haufigkei-

P=792 P =152 Py=39
Pi=1,1 P, =0,3

Die ["Ibereinstimmung mit den vorgegebenen Werten ist offenbar
gut.

8.4.1.

r=1 z
=(1-a) Z wA;II
= — éq— v
= (1-)=t (vl (10)
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8.4.2.
p =Y zf(z)
z=1
=2 (a-l— (1- a)e-;/\z)

oo -z
+ 3 2(1-a)2 4

x!

T
T

Wl
N

=20+ (1 —a)e N2

ad -l
e )
+(1-a) E T
22

Daraus folgt nach (2.9):

g =20+ (1 - a)e™ A2
+(1-a)[A-e?N
=2a+ (1 - a)A

202

Lésungen
8.4.3.
YoP=(1-a) ) f(z)+a+(1-a)f(c)
=0 =
:r;f?'
=(1-a)(1 - f(c)) +a+ f(c) —af(c)
=1
Aufgaben
8.1.
P, =0,612 P,=0,202 P;=0,089 P, =0,044
8.2,

z=1 e=1
d & d Aq
=q— Azq® = q—
dqmg1 =%
Aq
=p—3(1+<J)

Die vorletzte Gleichung gilt dabei nach dem ersten Teil der Auf-
gabe.

¥__—__—4L‘—_‘_




Lésungen

8.3. a)
Apy  d
r ___1 Bhadi
#2—‘1( p | dg 1)
A2 d Aq)
<p2 dg p
_ A%q A-—Azq) _ Aq
=4 3 T 2 =T
P p p
b)

8.4. Die Behauptung folgt durch vollstindige Induktion nach r.

8.5. Aus SL (5.39) und (8.9) ergibt sich
M(t) ;=M a4(t) = e 49/P M, (1)
=

= —Ae 49/ (1-ge').

Somit folgt

- Ag ge’
! = tAq/p 2 1n (1 — get
M'(t) = Ae (p n ( qe)-}—l_qet)

= =M(0)=0
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p 1 — get

PPN 1 . t
T = T SN
P l—ge  (1-get)

A? t
M"(t) = ~ L9 -taq/p (%ln (1—get) + ge )

2
= = M"(0) = -2 g
p

Ag —
a(53+3
pp p

= % (1-Aq) (vgl. (8.16))

Die Berechnung von M'"”(t) bzw. u3 bleibt dem Leser iiberlassen
(vel. (8.17)).

8.6.
2
(k — 1)1 4k
b=y 2(2 ) E )
k=1
Aqg  Ag?
> T
=49
pZ
Ag  _Ag®  2MAg®  31Agt
P B o WL . i
p p p D
_ Aq(1+49+4¢)
- =
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8.7. i s i . ’
ps = kgo (k) (—7) u,  (vel (8.13))
() )

—A'¢ | LA’ A AqAq | Aq(l+q)
p3 P p p p? p®

Aq

ey

(1+q— 34 +24%¢%) (vgl. (8.17))

Analog berechnet man p4.

8.8. Die Formel folgt aus (8.16), (8.17) und SL (5.28), (5.29).

8.9. Wegen p; = 0 folgt aus (8.15):
d
= 221 + -
H3 Ha i qdqllz

d Ag(1 — Ag)
Y37 7

= % (1+q- 3Aq+24%¢%)

o Gx(t) = Y f(z)
=a+f;tw(
=a+,41_a§; i
:a—A(l—a)lmn( — qt)
206
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8.11. Die Beziehung folgt sofort aus (8.10) und (8.16).
8.12. Aus (8.10) und (8. 17) ergibt sich

Mo = (1+q 3up + 2u’p?)

8.13. Die Behauptungen folgen sofort aus (8.12).
8.14. Aus g > ¢° folgt wegen In(1 — ¢) < 0:

q ¢
—In(1—q) ~ ~Ia(1-g)

8.15. Ableiten von y, (vgl. I: (5.11)) nach ¢ ergibt unter Beachtung
von

i(Aqw) — Aqm—l (:D— ﬂ) ,

£(2)-0-m0

P1: =$Pz

P2
d o0 Aq)f'—l[ A ] qm
57 Hr = r{ye— — _— 1 —A . A_
dg" ;{ ( P pz( J T

() b (2]

P T

d r -
a—#r__ﬁp_r_l.i.y_l.
q q

Aufldsen der letzten Gleichung nach ., ergibt die Rekursions-
formel.

8.16. a) Die Beziehung folgt sofort aus (8.11).
b) Nach (8.12) lautet die Behauptung

Ag'(r = 1)! & 1)
e 8 RS SR P s
» T & (A ==

L)
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8.17.
8.18.

8.19.
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was man durch vollstindige Induktion nach r zeigt.

c) Nach (8.12) ist zu zeigen:

Aq™tlr A AgT(r -1 d
q_r:(_q_r>_q¥+q b
P p P dq

Dies ist dquivalent zu

d oy (r—1)! Aq
d_qﬂ(r)qu 1(_7) <T+q7‘_?>’

was man wiederum durch Ableiten von p.y zeigt.
d)-f) zeigt man leicht mit Hilfe von (8.10).

Man vergleiche hierzu Johnson, Kotz (1969: 167).
Aus der Definition der faktoriellen Momente folgt:

H(ry = Z ‘B(r)f(m)

- Aqm lo
=Y el -a) = = (1 - e,

wobei ,uflro)g) das r-te faktorielle Moment der logarithmischen
Verteilung bezeichnet. Aus (8.12) folgt dann die Behauptung.

Mx(t) = Z e'” f(z)

0) + Ze”f(r)
1 L] tx
84 ;e -
z=1

=a—A(l —a)In(l — qet).

Lésungen

8.20. Fiir die in z = 1 gestutzte inverse hypergeometrische Verteilung

gilt

(k—l—a:—l)(N—k—:c)

k-1 M-k

P = b = -

A N) (N_k k=1,....N-M
M M-k

(vgl. (5.19c)). Wir zeigen zunéchst die Konvergenz

k_z
D°q
pm Q=775 ()
(%=r)

N -l—ax
( M —k )
N N-k\"
(M) a (M - k)

Der Quotient @ 1afit sich wie folgt umformen:

Q:

(N —k—z)!
N! (N —k)!

Q =
(M - )N - M — z)! [l['(N— M) (M= k)N - M)!

(N — k — z)IM!(N — M)!
MIN - k)!
(M — k)!

(M — k)N — M - z)! [‘\”

=[(M—-k+1)...M]-{((N~M-z+1)...(N - M)

(N —k—a)
vi_ MUV — k)t
T M =R

Kiirzen des Bruchs durch (N — k — z)! ergibt

209



Losungen

(M—k+1).. . M][(N-M-z+1)...(N - M)
[(N—k—z+1)...N|— [(M—k+1)... M(N—k—z+1).. (N—k)]

Teilt man alle Faktoren durch N, so wird deutlich, daf§ dieser
Ausdruck gegen

P
1-—p*

konvergiert, d.h. es gibt (). Multiplikation von (x) mit

E+xz-1
x
zeigt, dafl die in z = 1 gestutzte inverse hypergeometrische Ver-
teilung gegen die in x = 1 gestutzte negative Binomialverteilung

k‘l‘(l:—]. k =z
. pgq
P, =

1— pk

konvergiert (fiir % =p; M, N - ).

8.21. -
t T
Gx(t) =Y r iz =4y 1
z =1
. _In(1 - tq)
=—Aln(l —tq) = m(1—g)
Kapitel 9
I"Jbungen

9.1.1. Als k-te Ableitung der Funktion G x(t) nach ¢ erhilt man
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Daraus folgt

o
B = Xk!( = ot
9.1.2.
(k) (a+b)! N atb—k
= o I p —
et a+b _
Plc: /Yk'()=( . >pkqa+blc

9.1.3. Aus (9.8), (9.9) folgt mit Ubung 9.1.1:

_ _ -1
Hy(t)= Ll it e p(ll_ tqt)

- -0+ (1- 20
e

-

P(X >1)=Hy(0) =

=-pg+q=g’
9.2.1. Analog zu Beispiel 9.2.1. erhalten wir
Gx+y(t) = Gx(t) - Gy (f)
— e M(1=t) g=Xa(1-)
— o—OrA)(1-1)

9.2.2, *

Grx(t) = G&(t) = [p(1 — qt)7"]
= pk(l — qt)_k.
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Die r-te Ableitung von G x(t) nach ¢ ist: Man beachte dabei, dafl die letzte Summe gleich 1 ist,
. kt+r—1) . o 9.3.3.
GH@)=LTEjﬂ¥wW(1—W)“+’:$
43 1 — e=0A(1-0)
Pr _ GLY(O} _ (k +r - 1)pqu B = GX(O) = exp {—m [1 . ‘—9,\(—1?.)—-}}
7l T
1—e %A
9.3.1. — {_m [1 ~ 6 J}
—oA z _ ) p0A(t—1) _ G BA(t—1)
_ te el tze_m P = __m (1 t)e +1-¢
Aet)” et 1— e 92
=e—pz\z(17:!) e 2 2 zzepk( 1) . -exp{—m[l—T B
o , _ = - (1-(8A +1)e™) . B,
9.3.2. Da sich bei der hypergeometrischen Verteilung n und M aus- D)
tauschen lassen, d.h. da
M _N—&g 1l<N~n 9.3.4. a)
T n—z /) \z/\M-=zx .
'N - N
Gy(t) = t" flx
() (M) xt)= Y 1)
gilt (vgl. (5.3)), ist die folgende Summe zu berechnen: =t2£(0) + tf(1)
() t)
- g)\M —z) (N\ y n_u
M
" P ()"
_ [\ 2 n-z N-n M-z N-n—-M+z Gx(t) =S tme%p
: |
N\ 2 n-z _—Am(tp’\)m_—,\t,\_ A(t—1)
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b
P
&
~
Il
—
Fd
TN
?:-A
+
8
|
i
——
£
]
8
|
o
N

0
)
=
Il
N
=
)=
3
Fol
TN
el
_+_
8 8
|
N
SN’
=
]

I 1 \_1-0-a)*( » ¢
1—p* \ (1 — qt)* 1 - pk 1—gqt

Die letzte Gleichung ergibt sich dabei aus:

i (“ﬁ - 1)(1 —qt)¥(gt)” =1

=0
(vgl. (4.1)).
b) Als Grenzwert fiir k — 0 ergibt sich

1—(1-gqt)* p &
lim
k—0 1 —pk 1-gqt

1—(1—-
o 1= Pt)
k—0 1-—

Unter Verwendung der 1’Hospitalschen Regel und der Beziehung
d

—a*=d*lna

dk
ergibt dies:

—(1 —qt)* In(1 —qt) _In (1 - qt)
lim
k=0 —pklnp Inp

214
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n

r=1

) Go) G
x/) \pt+gq pt+gq

_(pt+q" (1_( g
1-g¢" pt+
_(pt+a" -q"
1—g¢n

b) Unter den gegebenen Bedingungen gilt

lim(pt + q)"

Daraus folgt

limq™ =

lim G (t) =

lim (1 — é) = e_’\,
n— o0 n

lim (ét +1- é)
n— o0 n n
lim (1 + MY~ 1)) — Mt-1)
n—oco n
e’\(t_l) =) C_A ez\t -1
l-e* -1’

-
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was die WEF der in z = 1 gestutzten Poisson-Verteilung darstellt.

9

Py =Gx(0)=0
A

er -1

1 a
e’\—le A S

P = Gx(1)=
t=20

9.4.3. Die WEF der negativen Binomialverteilung bestimmt man ana-

log zu Aufgabe 9.4.1 a) als

Fir kg = A, d.h. fiir
: A k— )\
q'_k’ e

1aft sich diese WEF wie folgt umformen:
k

k= A _(k—A)'“
At T \k—At

t(1-%)

(14 220) 7 (14

Fiir £ — oo konvergiert der erste Faktor gegen e*!~!) und der
zweite gegen 1, d.h. Gx(t) konvergiert gegen die WEF der Poisson-

Gx(t) B

At — 1)\
T—x )

Verteilung.

Aufgaben
9.1. a) Negative Binomialverteilung (vgl. Ubung 9.4.3)
b) Logarithmische Verteilung (vgl. Ubung 9.4.1b)
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c) Die WF ist

_ 0 x+1
f(=) = e(1+6) =z
d) Geometrische Verteilung
Die WF ist
f(z) = pg”.

Dies ist ein Spezialfall von a) fiir k£ =1 (vgl. I (3.6), (4.1)).

9.2.
A

Gx(t) _ e—meme_ e/\t —

G'x(t) = Gx(t) (me“’\e“)’
= Gx(t)me e
G'x(t) = me™ ) [eMGX(t)] "
=me A AeMGx(t) + MGy (1))

Daraus folgt

~m_me™? - em(e_’\—l)

Py = Gx(0) =e™ e
_ _ ~Ay _ -A m(e"‘—1)
P, = G'¢(0) = Gx(0)me™*X = dme™ e

1 " 1 - 7
P, = 5G%(0) = 5me™* A[ACx(0) + G (0)]
Be2 [Ae’"(e_x‘l) + /\'me_kem(e—hl)]

= —e

2

e %/\Ze_’\em(e_x_l) 1+ me—’\]

9.3. Die WEF von X und Y sind p*1(1—qt)~*1, baw. p*2 (1 — qt) 2.
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Folglich ist
pk]. +k2 (1 - qt)_(k1+k2)

die WEF von X 4+ Y.
9.4. Die WF der Faltung ist

Yy T y—e
) =D ATA

z=0

L 1
- A2qy —_
23—

Dies ist offenbar keine logarithmische Verteilung.

9.5. a) Nach (6.1) ist die WEF gegeben durch

i e~Mmg®—1 N ,yz—l (me—a)y
Gx(t) = t*
; (z —1)! yX___;) y!
—e ™ i (me™?) (tay)® !
er SR e CAB Y]
—mf: (me— ) ¢ tay
- !
y=0 y
o0 a(t—l))y
—m (me
= ey
y=0

— te—memea(t_l) — tem(ea(t_l)—l)
b) Die WEF der Faltung ist
Gz (t) = te™ (171 1) ggma (71 1)
_ tze(ml_l_mz)(e,\(t—l)_l)

218
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c) Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Py, P;, P, aus der
WETF ist eine explizite Darstellung der ersten beiden Ableitun-

gen von Gz(t) nicht notig. Wir setzen
A(t) = (my +my) (eW—l) -1).

Dann gilt

Gz(t) = t2eAM

Gz (t) = 2t 4 1241 4/(1)

= te(M) [2 4 14/ (¢)]
Gy(t) = [e*) + 1AV /(1)) [2+ 24! (1)
+ te M) [4'(2) + tA" (1)]

Daraus folgt

P():GZ(O):O
P, =G%(0) =0

_Lonioy 11 a0
Pz—QGZ(O)—z{e 2+o}

_ A0 _ e (s 1)

9.6. Die WEF der Null-Eins-Verteilung

= (1>p1"q z=1,2
&r

ist offensichtlich
Gx(t)=p+tq
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Die WEF der n-maligen Faltung ist also
(p+tg)".
9.7. Die WEF der logarithmischen Verteilung ist

Gx(t) = 1_11;((11 = lf;))

(vgl. Aufg. 9.1b)). Aus (9.5) folgt dann sofort

In(1 — qt)

Bt = -g

Ableiten nach ¢ ergibt

H} (t) = ln(ll— ) [(qt - 16)1{1 ~t) hzgl:f-;;;)
Hy(t) = 1n(11— 9) { = [[:i:__l?(; Eq:)]— =
i :qqt(1 - t)2(1+—h:()1 - gqt)2(1 - t)
Daraus folgt nach (9.6):
P(X < 2) = s H(0) = ﬁ (q + %)

=P+ 5
9.8. a) Seien f(x) und g(z) die WF von X bzw. X + 10. Dann gilt
g(x) =P(X +10=1z) = P(X =z — 10) = f(z — 10).
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Fiir die WEF von X + 10 folgt
Gxt10(t) = ) t°g(x)
=Y " f(z - 10)
=¢10) =05 (z — 10)
=t"Gx(t)
b) Sei nun h(z) die WF von 10X, dann gilt entsprechend a):

hx) = P0X =) = P(X = = = £ (),

Giox(t) = Zt”h(w)
T (3)
=Y (1) f(v) (y = 1%)
=Gy (’tm)

9.9. a) Fir die Faltung erhilt man

z AI
f2) =) Se oy

=0

_ —-A z E (A/q):c
pe g Z;_T!
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b)
F(o0) =) f(2)
z=0
-2 - (Aa)” .
B Z x!
x,2=0
z<z
~A -~ (A/q)m > z
=pet ) D
z=0 z=z
o Wet o, 1
- pe ;) et 1 1—gq
= pe_’\—e’\ =1
c¢) Analog zu b) erhilt man:
- .~ (Ve)°
Cr(t) = pe Y (1)
T,z z=0
<z

_Ae,\t/\ — Mt +gq

G,Z(t) =pe (1 _ qt)z

p1y =Gz(1) =p(A=Ag+q) (vel (9.1)).

Lésungen

Anhand der zweiten Ableitung von Gz(t) nach t erhilt man
Kz = Gz(1) =p [Np+2q (1+ ) + 2¢°p]
e) Aus a) folgt

Z+1 F ]

= = Aq
Py =pe gt )" (/g i!)
z=0

z+1
= pe~rg*t1 Pge + (Ma)
re¢® (2 +1)!

Az+1

(z41)!
f) Aus (9.5) und Teil c) folgt sofort

A
pe
Hz(t) =
2(?) M1 -1t)(1 - qt)
9.10. a) Die WEF der Binomialverteilung und der logarithmischen
Verteilung sind

= qP; + pe™

Gy(t) = (p+1tq)",

Gx(t) = —11’1‘1‘(11‘_2’)).

Fiir die Verallgemeinerung gilt also

Gz(t) = Gy(Gx(t)

b)
Py =Gz(0) =p"
Ve In(1-6)\""" ¢ -6
2() ‘"(“qlna-e)) m(l-6)1-6

P]_—GZ(O)— nqeln(l_o)
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c) Aus der Definition der Momente und (9.1) folgt

—nqb
py = py = Gz(1) = 111(1—30)

B2 = )+ By —
=G7z(1) +p (1-p) (*)
Dabei ermitteln wir G’ (1) wie folgt:

6310 = ity { G201 (- e}

~ —ngb
“In(1-4

P Ga R a0 - o
+lez(0]™ (- 6177}

Gz(1) =

—ngql n—1 —ngd 1 N 0
In1-6) | n In(1-6)1-60 (1-9)2

_ ngt* (q(n—q) 1 )
T (1-0)ln(1-6) \In(1-6) 1-46

Einsetzen in () liefert

ngf ( fg(n —1) 0 nqf )

= a o \-0mi-0 (1= Tha-9

9.11. a) Analog Aufgabe 9.10 erhilt man fir die WEF der Verallge-
meinerung (vgl. auch Aufg. 9.1a)):

—k
Gz(t) =p" (1 - qlill: 1((111%t)))

224
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Lésungen

c) Entsprechend Aufgabe 9.10 c) gilt '

—qf
" e = kptp=k-1 q
_ —qkb
p(1-6)In(1~6)
=Gz(1) +py (1 - p) _ (+)
Nach Teil b) gilt ferner

—kqt

Gy(t) = W'— Gz (1-61)"! =

—k
G'é(t)=1—)wqfi9){(’”+1 [Gz(1)]* G (1)1 - 61)~*
+GZ O] (1 - 00)70) =
" _ — kgt ) ' N 9
Gz(1) = ola(1—9) {(’» +1)GZ(1)(1-6)~" + 1-9)y }

Einsetzen in () ergibt eine Darstellung von ;. Weitere Um-
formungen des Ausdrucks sind dem Leser zu {iberlassen.

a) Fiir die WEF der Zusammensetzung gilt

N 1 In(1 — qt)
6a() = = (1~ )
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Lésungen

Py =Gz(0) =0

z(t) = In(1-9) | In(l—qt)
In(1 — g)
) 9
A=620=ma . 9))’
c)
fq

ho= e =620 = T A - g —g)

Die WEF der Null-Eins-Verteilung und der logarithmischen Ver-
teilung sind

Gx(t)=p+qt
und In(1 — 1)
n(l — 6t

Gr(t) = In(1 - 6)

Die WEF der Zusammensetzung ist folglich

In(1 — 6¢)

Gz(t) =Gx(Gy(t) =p+gq In(1 ~ 6)

Offenbar gilt fiir die x-te Ableitung von Gz(t) nach ¢:
65 (t) = 465 (0).
Fiir die Zusammensetzung gilt also (vgl. (9.3))

_ 620 _46¥0) A6°

P“ :(l_p) = ’

z! z!

da Gy(t) die WEF der logarithmischen Verteilung ist
(x=1,2,..).

9.14.

Losungen

Da ferner Py = Gz(0) = p gilt, folgt die Behauptung nach
(8.24).

Die WF der Zusammensetzung ist

= n T N—r 0" .
f@) =3 <z>” i (z=0,1,2,...)

n==eo

Fiir £ > 0 kann man den Ausdruck wie folgt umformen

fo)= i 2 (1) o

Mit der Substitution 72 + £ = n folgt daraus

(pg8)” o (e -1), o
1) = i - 8) 1 = ) )3 ( 7 )(qo) (1~ g6)

A=0
(%)
~ —In(1-6) =z

da die Summe den Wert 1 hat (vgl. (4.1)). Durch elementare
Rechnungen zeigt man, daf$} sich f(z) nun in der Form

(l-0a) ¢~
— = B >1

fo) = S @21

darstellen lafit (o, ¢’ wie in der Aufgabenstellung).

Ferner gilt auch f(0) = a, woraus die Behauptung folgt (vgl.
(8.24)).

b)
i - L » —1_ oo qla:
F(w) - e=0 f( ) * (1 )—111(1 - q,) =1 t
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Kapitel 10

I"Jbungen
10.1.1.
Py =(q' +qp')™;
P, = mpq'(¢' + gp')™ 1
mim + 1 9 m—2
Py = Lz—)(pp’)‘ (g +gp" )"
10.1.2.

Bry = 'm(r)(PP’)rv
wobei m ein Parameter ist.

10.1.3. Laut (10.1) gilt

nach (10.2)
G(t) = (L - p* + p*t)™.

10.1.4. (a) yy = mnpp's  p2 = mnpp'(q + npg');
(b) py = n*p?;  pa = n®p’q(1 + np).
10.1.5.

N p
r+1

Py =

228

10.1.6.
ny oo o - y
=3 (e
=0 y=0 g
. ~ . Lz - ) —me_/\’\y
:ZZZZ(r,k)w(k)(I)P’qy =
=0 y=0 k=1 ¥
ny oo r
ny —k\ . Lo e AN
:Zzzz(r,k)(ny)(k)(ly k) T —
z=0 y=0 k=1 - N ¥
oo T e_’\Ay ny " I
=ZZZ('r,k)(ny)(k)P , ( ) k prrgrye
y=0 k=1 r=k d
=1
co r . _)‘/\y
=22 Z(r,k)p* Y S(k, ) (ny) S
y=0 k=1 j=1
r Z . k ; [+ y]e_,\/\y
=D Z(rk)p* Y Sk, j)nd Y ;i
k=1 j=1 y=0
r . k co J e_/\/\y
=2 Z(r kgt Y Sk, )nd 3 S 20, i)y S
k=1 j=1 y=0 i=1
r . k ‘ J oo e"\/\-"_’
=Y Z(rk)p ZS(L,j)n’ZZ(},z)/\’Z — .
k=1 j=1 i=1 y=1 (y_l)'
S———
:1
10.1.7.

o = nplg +np(1 + N)];
Ky = np [3np(1 + A)(g + np) — p(1 + ¢ — n?p)]

#a = np [g(1 ~ 6pg) + npg(1 + A)(T ~ 11p) + 6n%p2q (1 + 31 + \?) +

+n®p* (1 4+ 7A +6A% + A
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10.1.8.

i
~
It
(]
3
H
]
@
|
>
‘:
>
‘«:
/\
=
———
]
o
e
:
':

8
Il
=)

<
11
=

<
Il
<

I I
NgERANIE
\i

‘:

:

‘2

Ms

Mﬁ

N

W

?N

%

<
Il
o

3

Z(r,k)A* Zy'“ (Z)p“q”'y

k=1
=Y Z(rk) MZZZ (k7)) (n)p”q”‘”
k=1 y—OJ 1 y
r . ) n 'ﬂ—j . B
= Z(-r,k)A"ZZ(k,J)-n(j,pr (y_j)py g
k=1 Jj=1 \=J' |
r k )
=" Z(r k)N Z(k, )P
k=1 =1
10.1.9.
fty = Anp;
ps = Anp + A* [np + n(n — 1)p*]
10.1.11.
y _ b
Hr = '
__r
YT 1-q¢
230

P=p'(1-q¢)";
(1-Py) /Py =pq'[p' = i}

10.1.12.
o0 , ny ny
Go(t) =) pg¥y" ( )(pt)”q"y ’
y=0 =0 z
=Y pq¥(g+pt)™
y=0
=Y Pld@+p)")
y=0
=P = [1 - ¢'(g+ p)"]
1-¢'(q + pt)"
10.1.13.

H(r) —ZZI(’)( ) g TEp gV

r

-1

r ny-—r r—r _ny—zr
=p p’ZZ(ny)(r) ( Iy_v )p q Y ql.ll

ny —r
:prplz(ny)(r)qu < Yy )pz—rqny—z
Yy g

L =T

"

14

=pP' YD S(rk)(ny)qY

y k=1

=p'p' ) S(n,
k=1

k

k)n* YN 2k iy g

y Jj=1
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10.1.19. Man benutze z.B. die faktoriellen Momente.

k
_prplZS (r.k)n Z (k, ) Zq"y( Hy—3j) 10.1.22,
i . Py =g;
oot N I)—(j+1) Pw:pAHE/;r, x=12,...;
=pp ZS )t Z(k,5)g" (1~ q ,
j=t Gu(t) =q—pAln(1 — 6t) mit 4= ———1—‘
r k 7\ In(1 - 48)
k
=p" ) S(rkn* Y Z(k.j)j! (—).
o = r 10.2.1.
10.1.14. Z paan
mea 2 (V) (5F)
po =y (1 +np +q). | 5_3_”“ q
10.1.15. —Pe AN S [~k —j\ [ ~Pe M \Y"?
=C)» Z(x,j) ( ) ;
| Z k)ij) q y; y—j p
n 2 n—2 3 .n—3 AN —k—j
Pi=¢" I:npplcm ot 3(2) (pp')"e™ ™ + 3(3) (bp')%c [Die letzte Summe ist gleich (1 _ e ) J
‘ q
Q) - e S 2w b (2
- z)(Q — Pe=>)k = ¥ (7) Q — Pe~)
wobei ¢ = g + pp’ ist. \® 2 o) p F
—_ AV AW,
.1.17. Man benutze die Resultate aus Beispiel 10.1.12. T 2O — Pe-Mk Z Z(z,j)k 0_Per) -
10 =1
10.1.18.
10.2.2.

_In(1 —¢#) > é( ph >I
Pl =Ti=e) ¥ ,; % N1 =08 G(t)=) e Vpg? =py~ [qea(t_l)]y = p(1 — ge®!71)!

- ‘ 2 y y
= In(1-g6) Aln <1 = >
In(1 —8) 1-gqb . n q . N .
(1 —¢8) In(l - gf — p#) — In(1 — ¢0) o wasfirk=1,Q = P = l_’ mit (10.56) {ibereinstimmt.
T In(1-4) In(1 — 4)
232 233




10.2.3.
o EE ) (3)

-3 (—yk) (_Pg*)" Q‘k‘*y)’g Eiy-)v_).
w2 () ()
EE ) E )
—[Q-P=1
-x ;Z(T,J) (_g)"( a (%)

10.2.6. |

Ga(t) = e M1-p(1-a) '] _ —A1—(Q-P1)7']

Vgl. Aufgabe 10.3.4.

10.2.10. Unter Beachtung von ¢'"® = a und e® = gb/ 02

gilt

In(1—gqt) by
et m(1=0) = ¢ (1 — gt)In(1-0)

=2 Dy
= (1— )R- (1 — gt} 0D
i pk(l - qt)—ka

234

wobel man k = _*/\ setzt.
In(1 - q)
10.3.3.

weil

und

d' [—In(1 - pb)) . s
T s et <

gilt. Setzt man ein, so erhilt man (10.95).
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10.3.4.

Py = Apgb(1 — p)~";

Py — Apq*8(2 — ph)
T (1 ph)?

10.3.5.

1x=0
- _x A(pb)*
=) (1-gt)*
2 ;
>, [p8(1 - qt)~*]"
=A
D

=A {—ln [1 —pl(1 — qt)_l] } ;
10.3.7. Man leite 10.104 schrittweise nach ¢t ab.
10.3.8.

(a) Ga(t) =p"[1 —qlq +p'1)]7";

k x
® P, = k+w—1> p qr’ =01
T 1-g') \1-gq¢ v

(¢)  py =kgp'/p; ps=kgp'(p+qp')/p%

z+2
10.4.1. (a) P,y = ——6P,;
(a) Ppy1 (z+1)2
(b) hiry = 67(8+ 1+ r)(1+ ),
10.4.3.
Ayl b
i _ r r
Hry1 =4 |:_r + _6q .
236

10.4.4.
(# +a)f™(a+8)"1e?
f(w)z ,]!T ? :B:O’l)-":
r+a
a(z) = ——;
=26,
5(0) = £(9).
Aufgaben
10.1.
py = mp®;
p2 = m(1 + p)pq.
10.2.
Po=[qd+pq"|";
Py = mnpp'q" 7} (¢ + p'g")™
10.3.
Z il zm: ny m
P:c - < )pmqny—m ( )vplyqlm—y
T =0 y=0 & y
s - m ly Im—y = ny r _ny—.re
=Y (7)Y . )Pe
y=0 y r=0
m
— Z (nl)pryqlm—y =1
y=0 y
10.4.
m + &) pp'
Py = ( Y

(x+1)(q" +gp') ™



10.5.
im G, (t) = lim[g' + p'(g + pt)"|™
—hm[l—-/\—+-:\-(1— f-+gt) ]
m n n
i3 (-5
m n
A )
m
. e—)\[l—e_s(l_”]
10.6. Sel
A" =¢
PO = e_l\ecv
P = Be_)‘ecnc,
q

2
e “enc

[n(1+c)—1];

[2-3n(1 +¢) +n*(1 4 3c+ )] ;

[-6+ 11n(1 + c) — 6n*(1 + 3c + )+

+ 01+ Te+6c% + %))
P;  (vgl. Beispiel 16.1.5);

6 _x_c
P, = (3) : ; € [~120 + 274n(1 + ¢) — 225n%(1 + 3¢ + )+
q H

+85n° (1 + 7c + 6¢% + ¢*) — 15n* (1 4 15¢ 4 25¢% + 10¢° + ¢*)+
+ n®(14 31c+ 90¢® + 65¢° + 15¢* + ¢°)] ;

238

fa oy = CLOf
_ [P\ e e‘ne =on :
P, = (q) — [720 - 1764n(1 + ¢) +1624n°(1 4 3¢ 4 o2)_

~ 73503 (1 + Te+ 6¢% + 3 ) +175n% (1 + 15¢ 4 2502 +10¢® + ¢ t)—
= 21n°(1 + 31c + 90¢® + 65¢® + 15¢% + ¢ )+
+n( + 63c + 301¢? + 350¢° + 140c* +21c5+c6)]-

k)

p.o—(P 7 e ene Y
"= g = (5040 + 13068n(1 + ¢) — 13132n2(1 3c+ 2)+

+6769n°(1 + 7c + 6¢% + & ) — 1960n*(1 + 15¢ + 25¢° + 106 + ¢ S
+ 322n° (14 31c+ 90¢* + 65¢° +15¢ + ¢ )—

—28n%(1 + 63c + 301¢® + 350¢% 4 140c* + 215 + %)+

+ 27 (1 4 127¢ + 966¢* + 1701® + 1050c* + 2665 +28¢% + ¢7)]

10.9.
p=1- <___151{p0) "
£r

10.10. P; =0,0706
10.11.

= (n) (pete™)" g
=0
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10.12.

10.14.

n X -y x
W n— € (’\y) _
F(o0) = ( Py =1
y=0 y lw:O — B
-1 =1

- y+z =1\ ™\, 11y ey
#(rFZZ%)( - )q (y)(pp)q

e=r y

—;;m( ) ( )(pp .
. i‘I"y(yH) . (y+'r—1)<Z) (pp")¥q" ™" i (;y_—,rr)(—q')*‘"
y=1 e=r

—Zq"ZISrJ ly’ ( )Pp)y "Y1 - g7

<’> Z|5w|2y(). n—y
( )Z|SI‘J|ZZZ], i Z) ey

yn i=1

10.15.

10.17.

10.19.

10.20.

G.(t)

B p’[]_ =R

Go(t) =

q” Z ( )P'q"""

q'(g+pt)]~L.

Ere3G

o

SR PIS

(@~ P(g+pt)"]7*.

: i P\ Q7 ,,y(—k) (_5)"
:(%) Z|5(r,j)|Zzu,z')nmp'Z(y g (q) 2 ;‘"-”)mq v )"0
j=1 i=1 Y= I M
=1 ol . . Pqn 9
b e e () (25)
- (;17) D oIS 26, dnp y =t 4 Q
j=1 i=1 d -~k Pgn Y
=c) Sz, j)n’ y’( )(— )
J_Zl Ey: y Q
Die letzte Summe hier ergibt
241
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-y

i -k\( P
ZZZJ; Yi5)
y j=1
J Pg"\' & (—k—4\ [ P\’
Ersaona ()£ ()
i=1 Q y=i y : Q
so daf} gilt:

P, = Ci S(z,)n’ XJ; Z(3,i)(~ k) (— Pgn)i ( PS")"“'i

z(q) e Pq ZS ’]nJZ

(c)
Py =(Q - Pg™)™%;
P = inkq"_l(Q - Pq")_k_l;

o (e v
+(@kaQ—P¢r“ﬂ-
(@
wo =3 o () () (-5) @

y=02z=0

S S

0 () -

Jqny—J
q

~

e () ()

242

Die letzte Summe ergibt

—k—29
P et :
da @ — P =1 gilt. Daher ist

J
poy =0 83,1

i=1
W= 2(r,§)ug)-
j=1

10.21. puj = npkP;

1023. P, =e*?(Ap)>Y/(x—1)!, x=1,2,....
10.24. Null-Eins-V. (p) \/ Poisson-V. (}).

10.25. (a)

n' Y Z(i,s)(—k)(s)(~P)*, woraus
=1

Ga(t) = g +pe 1Y
Py =q+pe™;

P, = pe_’\)\”/a}!, =1, 209;
(b)
AAm

floc) = g+pe” +pz

=1




10.26. (a) 3
Go(t)=q+pp' (1-4g't)";
(b) ,
Py=q+pp;
P, =pp'd®, £=1,2,...
(8)
M(t) = q+pp' (1—get) ™
=2,
1 pr '

o = py + 2pc;
My =y + 6pyc + 6uf e’
Hy = 1 (14 lde + 36¢* + 24¢®)  wobei c=d'/p'.

(h)
' -1
Mz—p'l (t) =e ' [q +PP’ (1 - q'e‘) ] i
pr =g [1+c(1+q)].
(i) ,
p=2z2/(8* + 3 - 7);
P =22/(S"+8+3
10.27. (a)

G.(t) =p'(a+p) 1 —d'(g+pt)) " = (Pa+p'pt) (1 —g'q—¢'pt)"".

(b) ' ,
Py=pq/(1-q4q);
) ) r—1 )
P, = p'p o( pq ) , r=12...
(1-q'q)" \1-4q¢

244

10.28.

10.29.

10.30.

10.32.

10.34.

(d)

/ ! z—1
p pq
Pp=— =
: l—q’q(l—qq’) b T L2y

(a) Null-Eins-V. (p) \/ Binomialv. (n, p')

(b) Modifizierte Binomialverteilung

Py = g+ pg'™;

szp(:)p’zq’"—z, w:l,?,...,n.

G.(t) = g+ p(q + pt);
Py = q(1 + p)g;
P1 =p2.

Poisson-V. (/\)/\ Poisson-V. (m);
A

z!

lim G, (¢) = lime~*[1~(Q=P17¥]
= lime_’\[l'(1+P_Pt)_k]
= lime_A [1+(%_2‘:l)~k]

_ e—/\ [l—em’(t_l)] )



k=1j=1 k=1 j=1 =1
x ) J X : it (!’/\}k_l
:chS(I,])lZZ(Ja'L)(p’\) Z (L._..)T
j=1 i=1 k=i

Die letzte Summe ergibt e?*, so dafl gilt:

T

—Aq J i
r =1 218 30 200’
Jj= =

e *pg* (2 4 pA)

Py=e™; P =eMpgd; Py=

2!
(d)
= g T Ag(1 +q)
1 P v - p'.!

10.35.

lim e_'\[l_pm—q“_l] = lim e_’\[l—“_q)t“_q')_l] =

q—0 q—0

246

e ML=t)

o e—/\ T ., _
o) =3 A (Hi\ 1)pkqA

z!

=c§: (2, )b i(”;\‘l)%.

=1 A=0

Die letzte Summe ist

S~ (k+A-1\,, di(l—b)*
db"z< A )b:——de—

A=0
= k(1 - p)~k,

Setzt man wieder ein, so erhilt man
p \A

L)
l_b}AZZ:cz (—b)

3 (%) g ()
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10.37.

10.38.

10.39.

10.41.

10.42.

10.44.

248

(d)
p =2,
1 "
- kq(l+p).
He=——=i
P
(e) r 1
(i) [ 4
iy = Y 2((r )k () :
=1 4
o= Z(r )0 (8+1+5) (1+6)".
Jj=1
a dﬂr
Bre1 =8 qTpr—1 1+(a+0)2 + de (-
_ __Mgp
Poty = (a+z)(z+1) ™
© 2446 du!
[} Ly + 4 ﬁ) .
ll‘r+l_0<1+0”r+d0 '
(d)

2+6 , dy
! — — + »
M"l_e(a+0ur dé

M,(t) = (a +8e) ' [(a+0)e®; G, (t) = (a+8t)e® /(a+8)e®.

Py=1-e?,

daher

e—z\/\z
f( )—w!(l—e"")’ -’13—1,2, .3
1
a(l‘-)=g;
6 =X

10.45.
2, - 20)2  (26)3
(e? —1) =e0—2e9+1=1+20+(2—!+(3!
9> ¢ o
’2[1+9+E+§+”‘]+1
= (2°-2)6° & 27(x,2)0°
=Z,, z! =Z ! ’

Division der einzelnen Glieder durch S (6) ergibt f(z).
10.46. (a)
Ga(t) = [(e" 1)/ (e - 1)]2;
(b)
py = 26€°/ (f —1);
pr =20 (& —9—1) /(& - 1)°.
10.47. Ja,n =1.

10.48. Die WEF der 0-gestutzten Poisson-Vertéilung ist

G e e 1 M
o(t) = l—e* ~ a_71°
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10.49.

250

daher ist

cio=cano - (551

was der WEF einer Stirling-Verteilung zweiter Art mit n = 2
entspricht.
Es ist . .

G () = ST

Wegen lime4 = €™ A geniigt es, den Exponenten der WEF zu
untersuchen. Betrachtet man A und p als Funktionen von z, so
ist

lim A = lim A [pk(l —gqt)™* -1]

=z‘i‘i‘o{[ﬁ3f’—u]k‘l}/ﬁ'

Wendet man die Regel von ’'Hospital an, so erh&lt man nach
Ableitung des Zahlers und des Nenners (nach x)

) L plx) k-1 1-1t)
hmA—hmk[l-—[l—p{.l)]f} {1_[1_ t} /

Der Grenzwert des Ausdrucks mit dem Exponenten k — 1 ist
wegen p(z) — 1 gleich 1, daher kann man schreiben:

P'(z) Nz
1-p(z)]t}* [ 2(x)

_ k(1 —1t) lim p(z)t —X(x)
t {1-[1-p@)]t}* /] ()

Der Ausdruck hinter “lim” entspricht jedoch

(=) / (%)
- [ / ]

lim A = k(1 — t) lim
{1-1

Nach der Regel von 1'Hospital kann ma
; n o i :
durch die Funktion ersetzen, so daf gilt: s Able;tung

limd = *A =8 —[1-p)t i
t ]_—[]_ ]f m

Multipliziert man Zzhler und Nenner mit \(: i
t, so erhilt man (z) und kiirzt durch

lim A = k(1 - ¢)lim —[1 -~ p()] A=) M
1- [1 —-p(z)t A(z)

=[wegen 1-p=g; ¢\ —m]
= mk(l - t), so dafl lim WEF = e"mk(]_—t).

10.50
k —
Gz(t)e’\[” (1—gqt) ’“—1] — oA

lim A = lim [(ﬁ)km— ]/ G )—[lHospltal]

(z)
(z)
[ die erste Klammer ergibt 1 ]

:limln(l f’qt) [k(z)] / [ﬁ]l=[wegen I'Hospital |

-1 P o1 ) () — P
! (1 = qt) imk(z)M(z) = mn (1 - qt> :
Daher folgt

e™Inlp/(1—qt)] _ pPr(l—gqt)™™
10.52. (a)

r J
P S(ram Yz, iyme s
i=1

i=1
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(b) (PA)"
A r—1 q 1
—N 7 1,7)7! (—) fur r=2.3,
© pog -1 (£
Kapitel 11
Ubungen

11.2.1. Wegen

n-{-a:—l)

n(“’)=(n+w—1)!/(n—1)!=1:!< 5

und

(b+ n)=+1) :(b-|-n+;1:)!/(b+n—1)!=(w+1)!< s 41

ergibt sich das Resultat sofort durch Einsetzung.
11.2.2. Aus (11.13) folgt

(Rtr—1lb—r—1)! rin4+r—1)  ral”

b+n+m)

oy = =) - 1)

11.2.3. Mit

(b—1)y  (b=1))

Die Anpassung ist gut (x> = 6,35).

11.3.2.
11.3.3.
b =0,796418;

NP; =159,19;
NP; = 50,55;
NP, = 25,28,
NPy, = 15,36;
NP5 = 10,40;
IV.Plg = 7,55,

NP221 = 157.56

P =2/3;

P, =2/12;

Py = 4/60;

P, = 12/360.
NP, = 845,00;
NP, = 99,57
NP, = 38,90

NPy = 21,07;

NP3 =13,36;

NP5 = 9,29:

NPy = 6,87;

NP, =302,17;
NP; =68,71;
NP = 30,90;
NP, =17,86;
NP, =11,74;
NP7 = 8,35;
NPy =6,27;

T; 1 2 3 4 9 6 >7

NP, | 33290 | 60,69 | 21,81 | 10,32 | 5,71 | 3,49 | 10,08
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Aufgaben
11.1,
V=369, L=1661; V=159 b=1,61; n=212
z; 1 2 3 4 5 6| 7] 8] 9
NP; [159,27 71,39 |38,87 [23,80 [15,97 [11,32 8,37 6,40 |5.02
i | 10 11| 12| 13] 14[>15 |
NP; {402 13,28 2,72 (2,28 [1,94 [14,35 |
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11.2.
n+c-—1
b+n+z

4

Poy=

11.3.

)G
(=)

=Y e =+ =1)...(x—r+1)(2)

u(,)=2w(:c—1)...(1'—r+1)

=Y r(@—1)...(x—r+1)f(z)+

+ (z-1)(2-2)...(z—r+1)(z - 1)f(z)
_ (=D r-y(=n)ir-y + (=1)r)(=n)(r)
I (2 R (b—1)n)

p1r=Dp(r=1) 1P p(r)
b-1)...(b—-r+1) * (b—=1)...(b=r)
r(r=1)n(n+1)...(n+r—2)(b—r) + rin(n+1)...(n+r—-1)

(b—1)...(b—r)

_ rib+n—-1I(n+r—-1)

Tmb=1).. . (b—r) o b>n

Wenn n € IN, dann ist

_rlndr—2)i(b+n—1)
M = oD -1)...(b-1)

254

11.5
Waring Yule

b= 2,0869 o (a) (b)

; = 0,9891 b=211 b=101

1 211,00 211,00 204.13

2 51,17 51,34 52,21

3 20,04 20,09 21,27

4 9,85 9,87 10,79

5 5,55 5,55 6,25

6 3,43 3,42 3,95

7 2,26 2,25 2,66

8 1,57 1,56 1,88

9 1,13 1,12 1,38

10 0,84 0,84 1,04

11 0,64 0,64 0,81

> 12 3,52 3,32 4,63

11.6. (a) Nach (17.2) ist

(—a)!b!(—n)!(b — a + n)!
{—a—z)(—n—a)(b+n+z)(b-a)
(—n)! (—a)! (b—a+n) b!
S al-n-z)l(—a-2z)! (b—a) (b+n+az)

flz) =

= [vgl. (17.4) ]

(;n')(-l)”a(”(b —aet+n)b-at+n-1)...(b—a+1)

(b+n+z)b+nt+z—-1)...(b+1)

(n-l—.i:—l) a(a+1)...(a+x—1)(b—a+n)b—at+n—1)...(b—a+1)
btnta)btnte1)... (b+1) '

Il

I
Bildet man den Grenzwert fiir a — ~o, b — oo, (b—a)/b — p,
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woraus a/b — g folgt, und dividiert Zahler und Nenner klam-
merweise durch b, so folgt

+z-1\ ., .,
lim f(z) = (n )q r".
©
(b) Wir erhalten wieder

-a bi(—n)!(b— a +n)!
( T > (=n =) b+ n+z)i(b-a)!

f(z) =

- (—a)( (=n)! o (b—a+n)

xr

—n—z)! (b—a)! (b+n+=z)!

at+xz—1 n(n+1)...(n-+—;v—l)b(b—l)...(b—a-f-l)‘
:< T )(b+n+;l‘)(b+n+w-1)...(b+n—a+1)

Fiir b — 00, n — 00, b/(b+ n) — p, d.h. n/(b + n) — q folgt

i f(e) = (27 ),
wobei Zahler und Nenner klammerweise durch (b + n) dividiert
werden.
11.7.
L =500 [L = 1000 |L = 2000 |L = 3000 L = 4000 |L = 5000
b=1,58 |b=1,65|b=1,43 |b=1,37 [b=1,39 [b=1,32
z; [n=0,37|{an=0,59 |2=0,68n=0,66|2=0,77|n=0,75
1| 24794 386,72 | 521,85 729,54 | 862,96 | 956,52
2 31,10 70,42 114,10 158,91 210,28 233,68
3 10,79 26,41 46,64 65,46 89,47 100,48
4 5,16 13,05 24.46 34,62 48,03 54,50
5 2,92 7,51 14,73 21,01 29,39 33.67
6 1,84 4,76 9,70 13,93 19,58 22,62
7 1,24 3,23 6,79 9.82 13,85 16,12
8 0,88 2,30 4,98 7,24 10,23 11,99
9 0,65 1,71 3,78 5,53 7,83 ?,23
10 0,50 1,30 2,96 4,34 6,15 7,30
> 11 2,97 7,58 20,01 30,61 43,23 53,90
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